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1 Corps locaux

11 Rappels sur la théorie de Galois

LLL Si K est un corps et si K est une cloture algébrique de K, on notera ¢ = Gal(K/K).

1.1.2. Soit M /K une extension galoisienne. On sait que M est la réunion de toutes ses sous-extensions galoi-
siennes finies L sur K. On a un isomorphisme naturel Gal(M /K) =~ 1(i£1Gal(L/K) qui fait de Gal(M/K) un
groupe profini dont la topologie s’appelle la topologie de Krull.

Soit {L;};es un systéme inductif de sous-extensions galoisiennes finies de M /K telles que U, L; = M,
ordonné par inclusion. Alors I'application naturelle Gal(M /K) = 1<i£liel Gal(L;/K) est un isomorphisme de
groupes profinis.

On a une correspondance de Galois

{Sous-groupes fermés de Gal(M/K)} <« {Sous-extensions de M /K}
H — M7
GalM/L) — L

De plus, un sous-groupe H de G = Gal(M /K) est distingué si et seulement si extension M7 /K est galoi-
sienne ; dans ce cas, I'application naturelle G/H — Gal(M* /K) est un isomorphisme.

1.1.3. On dit qu’une extension L/K est abélienne si elle est galoisienne et si son groupe de Galois est abélien.
Toutes ses sous-extensions sont alors abéliennes par la correspondance de Galois.

1.2 Corps Valués

1.2.1. Une valuation sur un corps K (a valeurs réelles) est une application v : K — R U {400} telle que pour
x,9€ K,ona(i)v(x) =+c0 & x =0, (ii) v(xy) = v(x) + v(y), (ili) v(x + y) > min{o(x),v(y)}.

Soit K un corps muni d’une valuation ». Uensemble Og = {x € K : v(x) > 0} est un sous-anneau de
K, appelé I'anneau de valuation de K. C’est un anneau local avec I'idéal maximal mg = {x € K : v(x) > 0}.
Notons kg = Og/mg le corps résiduel de Og. Si de plus la valuation v est discréte (v(K*) =~ Z), alors I'idéal
Mg est principal et on appellera uniformisante de Ok (ou de K) tout générateur 7x de mg. Lorsque § € K
est un sous-ensemble, on note v(.S) = min, g v(x).

Un corps local est un corps complet pour une valuation discréte.

Fixons désormais un nombre premier p. Notons Q, le corps des nombres p-adiques, i.e. le complété du

corps Q muni de la valuation p-adique. Fixons une cloture algébrique @ de Q.

1.2.2 - Proposition. Soit K une extension finie de Q,.

(i) 1l existe une unique valuation discréte v sur K qui étend la valuation p-adique sur Q. Le corps résiduel kg
est un corps fini de caractéristique p.

(i3) Si L est une extension finie de K, tout g € Gal(L/K) est une isométrie. En particulier, si P € K[X] est un
polynome irréductible, toutes ses racines ont la méme valuation.

On note vy 'unique valuation sur @ qui étend la valuation p-adique sur Q, et on I'appelle aussi la
valuation p-adigue. Si K est une extension finie de Q,, on notera vy le multiple de v, normalisé par vx (7g) =1,
appelé la valuation normalisée sur K.

1.2.3 - Théoréme. (i) Le corps @ n'est pas complet par rapport d v,. Son corps résiduel est k@ = ].Tp et son groupe
de valuation est v, (@X) =Q,

(ii) Le complété C, de@ est un corps algébriquement clos, de méme corps résiduel et de méme groupe de valuation

que Qp



On appelle C, le corps des nombres complexes p-adiques et on le notera désormais C pour simplicité. Pour

une extension algébrique K de Q,, on notera K son adhérence dans C, qui est identifiée 4 son complété par
rapport a la valuation v,.

1.3 Ramification
Soit K une extension finie de Q.

13.1. Soit L/K une extension algébrique. On note e¢(L/K) = [0v,(L*):v,(K™)] I'indice de ramification et
f(L/K) = [kr:kk] le degré d’inertie. Lextension L/K est dite non ramifiée si e(L/K) = 1, et totalement
ramifiée si f(L/K) = 1. Si de plus L/K est finie, on a [L: K] =e¢(L/K)f(L/K) et les formules

e(M/K)=eM/L)e(L/K), f(M/K)=f(M/L)f(L/K)
pour toute extension finie M /L. On note ex = ¢(K/Q,). La valuation normalisée vx vérifie vx = exv,.

1.3.2 - Proposition. Soit L/K une extension algébrique.

(i) Il existe une unique sous-extension Lo/ K, appelée sous-extension maximale non ramifiée de L/K dans K,
telle que Lo/ K soit non ramifiée et que L/ Ly soit totalement ramifiée.

(i) Si L/ K est finie totalement ramifiée et nty, est une uniformisante de L, on a O, = Og|[ny] et nty, est une
racine d’un polynome d’Eisenstein sur Ok . Inversement, si v est une racine d’un polynome d’Eisenstein sur Ok, alors
K(nt)/K est totalement ramifiée et 7t est une uniformisante de K (r).

Lorsque L/K est galoisienne, on appelle groupe d’inertie Ir;x de L/K le sous-groupe Gal(L/Lg) de
Gal(L/K). C’est le noyau du morphisme de groupes naturel Gal(L/K) — Gal(kz/kk). On note K**" P’exten-
sion maximale non ramifiée de K et I le groupe d’inertie de K /K.

Si L/K est non ramifiée, elle est galoisienne et 'application naturelle Gal(L/K) — Gal(kr/kg) est
bijective ; c’est alors une extension procyclique.

1.3.3 - Proposition. Soit L/K une extension finie. Il existe x € Oy, tel que O, = Og|[x]. Le Og -module Oy, est
libre de rang [L: K].

1.3.4. Groupes de ramification. Soit L/K une extension galoisienne finie. Soit v; (resp. vg) la valuation
normalisée sur L (resp. K) (1.2.1). Notons G = Gal(L/K).

On note ig(g) = iz x(g) = infaeo, v2.(g(a)—a) pour g € G. Six € Of est tel que O = Og|[x], on a alors
ic(g) =vr(g(x) — x) pour tout g € G. La fonction ig est constante sur chaque classe de conjugaison de G, et
vérifie ig(gh™) > min{ig(g),i¢(h)} pour g,k € Gal(L/K). Ainsi, pour u > -1, G, = {g € G : ig(g) > u+1}
est un sous-groupe distingué de G, appelé le u-iéme groupe de ramification de G. Par exemple, on a G_; = G,
Go = I)x (donc #Gy = e(L/K)) et G, = {id} pour u > maxgyiq ic(g). Uapplication u — [G : G,] est continue
a gauche.

La filtration est compatible avec les sous-groupes : si F/K est une sous-extension de L/K, alors
Gal(L/F), = Gal(L/K), N Gal(L/F). Cependant elle n’est pas compatible avec la variation de L.

Définissons une fonction Ry_; — Ry_j par ¢/ (u) = /Ou[Go : G;]7'd¢. Elle est linéaire par morceaux,
continue, croissante, concave et un homéomorphisme. On définit alors la filtration supérieure de G = Gal(L/K)
par G?L/K ) = G,, qui est compatible avec la variation de L grice au théoréme suivant.

1.3.5 - Théoréme (Herbrand). Si L’ est une extension galoisienne finie de L, on a ¢1//x = ¢r/x © ¢/, et Uimage
de Gal(L'/K)" par Uapplication quotient Gal(L'/K) — Gal(L/K) est égale a Gal(L/K)".

Lorsque M /K est une extension galoisienne, on définit alors la filtration (supérieure) de G = Gal(M/K)
par G* = l(iilGal(L/K)” ou L parcourt les sous-extensions galoisiennes finies de M /K.

14 Zl,-extensions

Soit K une extension finie de Q,. Une extension de K est dite Z,-extension si elle est galoisienne de
groupe de Galois isomorphe a Z,.
1.4.1. Considérons la condition suivante pour une extension algébrique K., de K :

(Zy-Ext) : Lextension Ko /K est abélienne et Gal(Ko/K) a un sous-groupe ouvert isomorphe é Z,.
Lorsque Ko, /K vérifie la condition (Z,-Ext), on pose I'y C Gal(K«/K) un sous-groupe ouvert isomorphe a Z,,
I, :an ~ p"Zy pour n € N, et K, =K01;".



Dextension K. /K est infiniment ramifiée si et seulement si K., /Ko l'est, ce qui revient au méme de dire
que I'image de I, dans I'y est infinie. Mais cette image est un sous-groupe compact de I'y ~ Z, par continuité
(car Ig, est compact); donc elle est infinie si et seulement si elle est isomorphe & un certain I',, autrement dit
si Koo/ K, est totalement ramifiée pour un certain entier 7.

1.4.2 - Lemme. Soit L/K une extension finie. Soit Koo/ K une extension algébrique. Posons Lo, = LK.
(i) Si Koo/ K vérifie la condition (Z,-Ext), alors Lo /L la vérifie aussi.
(i3) Si de plus Ko,/ K est infiniment ramifiée, alors L /L Uest aussi.

Démonstration. (i) Notons L, = LK,. Le corps F = L N K est une extension finie de K contenue dans K,
donc il existe K, ;) contenant L N K. Alors L N K, = L N K, pour tout n > n(L) et on a le diagramme
d’extensions

\

Lo
n(L) K

L
L \ K1)
LNK.,

K

Comme K,/ K (resp. K/ K) est galoisienne, L et K, (resp. K«) sont linéairement disjointes sur F pour z > n(L),
et les applications naturelles Gal(L,/L) — Gal(K,/K) avec n > n(L) et Gal(Ls/L) — Gal(Xw/K) sont des
isomorphismes. En particulier, on obtient que Lo /L est une extension abélienne et que Gal(Loo/Ly(z)) =
Gal(Koo/Kn(L)) = Zp.

(if) On peut supposer Ku/K, () totalement ramifiée (donc aussi K, /K,(r)). Alors pour n > n(L), on a
f(Ln/Kn(L)) = f(Lu/Kn) f(Kn/Kuz)) = f (La/Ky) < [Ly : Ky] = [L: F] < oo, et la suite (f(Ln/Kn(L)))neN
est croissante par transitivité. Donc f(L,/K, (1)) se stabilise, f(Ly41/L,) = 1 pour n supérieur & un entier
n'(L) > n(L). Alors L, /Ly 1) est totalement ramifiée pour tout n > n'(L). Ainsi Lo/L,/ (1) est totalement
ramifiée. O

14.3 - Exemple. (i) Soit y : ¥x — O} un caractére continu dont 'image contient un sous-groupe ouvert

isomorphe a Zy. Posons Ko = K Vextension de K découpée par le caractére . Lextension K. /K vérifie
(Zy-Ext), elle est infiniment ramifiée si et seulement si x (/x) est infini; on dit alors que y est un caractére
infiniment ramifié.

Si L/K est une extension finie, alors I'image du caractére restreint x|y, est un sous-groupe ouvert de
Im y, donc contient aussi un sous-groupe ouvert isomorphe a Z,. L'extension de L découpée par y|e, est
Lo, = LK. Si xy (Ig) est infini, y (I7) est aussi infini.

(ii) Prenons y ¢y : 9, — Z3; le caractére cyclotomique. Son image x cyc (Ig,) = Z; est infinie et contient
un sous-groupe ouvert isomorphe a Z, d’aprés ce qu'on va voir plus tard (1.6.6). Donc par (i), I'extension K
de K découpée par Xy, qui est égale & K({p~) = U, K({pn) ot {p» désigne une racine p”"-iéme de I'unité
dans ?, est une extension infiniment ramifiée de K vérifiant (Z,-Ext).

1.5 Trace et différente

1.5.1. Trace. Soit L/K une extension finie séparable des corps. On a lapplication trace Try;x : L — K
définie par la formule Trz/x(x) = 3. 7(x) ou T parcourt Homg (L,K). La trace est transitive : si M/L
est une extension finie, on a Try g o Try/r = Try k. Si de plus L/K est galoisienne, et si /' C K est un
sous-corps tel que K/F soit galoisienne finie, alors Trz/x est Gal(L/F)-équivariante. En effet, on a alors
Trz k(%) = Xrecai(r/k) T(%) et Gal(L/K) est un sous-groupe distingué de Gal(L/F).

Si K/Q, est une extension algébrique et L/K est une extension finie, 'isométrie de I'action du groupe de
Galois et la formule de la trace montrent que Try, £ (Or) C Ok.

Soient K C L des extensions finies de Q.



1.5.2. Différente. U'ensemble 7 = {x € L : Tr(xO;) C Ok} est un idéal fractionnaire de Oy, et son inverse
Dk = I sera appelée la différente de Pextension L/K. Comme I contient Oy, Dy x est un idéal de Oj.

Loz (Dryk)+i)[e(L/K) |

1.5.3 - Proposition. Pouri € N, on a'Try g (m}‘) =my

Démonstration. Pour j € N, on a TrL/K(mz) c mf{ si et seulement si TrL/K(ﬂ;(jmz) c Ok, ou encore
ﬂl_(j m) C DZ} x Ppar définition de la différente, d’ou I'identité voulue. O
1.5.4 - Proposition. (i) Si M /L est une extension finie, on a Dyjx = Duyr - Oryk-

(i) Soit x € O tel que O = Og|[x] et soit P le polynome minimal de x sur K. Alors P € Og[X] et
bL/K = P'(x)OL.

(iii) L'extension L] K est non ramifiée si et seulement si Dpjx = Of.

1.5.5 - Proposition. On a

1 +oo 1
k(Do) = s D) del@) = [ (1= pom .
LK) = J(L/K) idgec &=, #Gal(L/K)"
Démonstration. Conservons les notations de (1.5.4, ii) et notons G = Gal(L/K).Ona P(X) = ngG (X —g(x)),
donc P’(x) = [Iigzgeq(* — g(x)). On obtient alors

oL (Duy) =oL(P(¥) = D or(g() =0 =3 ia(e):

Comme on a ig(g) =i +1si et seulement si g € G;\G;41 (pour i € Z_;), on obtient

D68 = Y (ED#G G = 3, (6= = [ G-

Par le changement de variable u = ¢7,x (¢), et compte tenu de la relation vz, = e(L/K)vg = #Gy - vg, on déduit
les formules voulues. O

1.6 Groupes formels de Lubin-Tate
Soit E une extension finie de Q, avec ¢ = #kg et une uniformisante 7.

1.6.1. Groupes formels. Un groupe formel sur O (@ un paramétre) est une série F € Og [ X, Y] vérifiant

(i) F(X,Y) =X +Y +termes de degré > 2;

(i) F(X,F(Y,2)) = F(F(X.Y).Z);

(iii) F(X,Y) = F(Y, X).
Si G est un autre groupe formel sur Of, on définit Homp,(F,G) = {h € X - Og[X] : A(F(X.Y)) =
G(h(X),h(Y))} et Endp,(F) = Homp, (F,F).

Un Opg-module formel est un groupe formel F sur O muni d’un morphisme d’anneaux Op —
Endo, (F), a — [a](X) tel que [a](X) = aX mod X?2. Posons

Lr={pecOp[X]:¢(X)=nrX mod X%, ¢(X) = X! mod r},
qui est non vide car il contient ¢(X) = 71X + X 7.

1.6.2 - Théoréme (Lubin-Tate). Pour tout ¢ € Ly, il existe un unique Op-module formel F, tel que [7](X) =
©(X). La classe d’isomorphisme de F, ne dépend que de nt, mais pas de ¢ € L.

On appellera groupe formel de Lubin-Tate sur O tout groupe formel F obtenu par le théoréme a partir
d’un certain ¢ € L. Soit désormais dans cette section F un tel groupe formel. On prendra garde que F
dépend du choix de 7.

1.6.3. On peut évaluer toute série & € Og[[X]| en x € my; on a h(x) € E(x) puisque le corps E(x), étant de
dimension finie sur E, est un espace normé complet et que % est une série formelle a coefficients dans Of;
on a aussi £(g(x)) = g(h(x)) pour tout g € ¥ car h est a coefficients dans Op; il en est de méme pour
heOgl[X,Y].

Notons alors F(mz) 'ensemble mz muni de la structure de Og-module donnée par x ® y = F(x,y),
[a]x = [a](x) pour a € OF, x,y € mg.



Pour 7 € N, notons F(my)[n"] le Op-sous-module de F(my) des points de n"-torsion. Ils forment un
systéme projectif de Og-modules avec morphismes de transition la multiplication [x]. On définit 7 (F) =
l(iLn" F(my)[n"] le module de Tate de F, qui est naturellement un Og-module, s’identifiant 4 ensemble des
suites (#,),eny d’éléments de JF(my) vérifiant ug = 0 et uy4 = [7]u, pour tout n, muni de la structure de
Ofg-module définie composante par composante.

1.6.4 - Proposition. Posons Ay = {0} et A, = F(mg) [n"]\F(my) [7"7Y] pourn > 1.
(i) On a #A, = ¢" (¢ - 1), #F(mg)[n"] = ¢" et vp(z) = m pour tout z € A,,.

(i) Siz € A, Uextension E(2)/E est totalement ramifiée de degré ¢"~'(q — 1) avec une uniformisante .
L'ensemble des conjugués de z par le groupe de Galois absolu Gy est égal @ A,. En particulier, le corps E,, = E(A,)
est une extension galoisienne de E.

Démonstration. Par (1.6.2), on peut supposer que F est donné par ¢(X) =X + X7 € L,.

Par définition de la Og-structure sur F(my), F (my)[7"] est 'ensemble des racines de ¢°"(X). Ce dernier
est un polynome séparable qui se factorise ¢°(*™V(X) - (Qo ‘po(”_l))(X) ou l'on a posé Q(X) = ¢(X)/X =
7+ X771 Donc A, est Pensemble des racines de (Qo 900("71))(/\’). On voit que (Q o goo("*l))(X) € Og[X]
est un polynome d’Eisenstein de degré ¢"~'(g —1); il est alors irréductible dans E[X ], donc d’aprés (1.2.2) ses
racines sont conjuguées par ¢z et ont la méme valuation m. Alors #A,, = ¢""(g —1) et pour tout z € A,
E(2)/E est une extension totalement ramifiée. Comme F(mz)[x"] est la réunion disjointe de Ao,...,Ay, il
est de cardinal ¢”. O

1.6.5 - Proposition. (i) Le module T, (F) est un Op-module libre de rang 1. Un élément u = (uy), de T (F) est
un générateur si et seulement si u; # 0.

(i)) Le groupe Gy agit sur T, (F) continiment et O -linéairement, définissant un caractére continu x  : Y —
O par g(u) = xx(g)u pour g € G et u € T (F).

Démonstration. (i) Comme F (my)|[n] est un Og/(7r)-module, donc un kz-espace vectoriel, de cardinal ¢ = #kg,
il est forcément isomorphe a kz = O/ (7). Maintenant, F(my)[7"] est un Og-module de torsion de cardinal
q", il est isomorphe a une somme directe de Of/(n™) avec n; € N*, 3\ n; = n. Mais son Og-sous-module
de m-torsion est F(mz)[r] =~ Op/(x). On en déduit que F(mgz)[7"] =~ Of/(x"). Et on peut arranger cet
isomorphisme pour que [n] : F(my) [n”*l]—>]:(mf) [7"] soit compatible avec 7 : Of/(a"™) — Op/(x")
pour tout # > 1. En prenant la limite projective, on obtient un isomorphisme de Og-modules 7, (F) =~ Og. Un
élément u = (u,), est un générateur si et seulement si son image dans Og/(x) est non nulle, autrement dit
u # 0.

(ii) Si @ € Of, comme [a](X) € Og[X], la multiplication par [a] commute avec l'action de ¥z sur
F(mg). Donc ¥ agit Op-linéairement sur les JF(mz)[7"] qui sont de cardinal fini. En prenant la limite
projective du systéme de Og/(n")-modules {[n] : F(my) [7r”+1]—>.7-"(mf) [7"]}4, on obtient une action Og-
linéaire continue de ¥x sur T (F). O

16.6 - Exemple. Soient E = Qp,m = pet F = X +Y + XY. Clest le groupe formel de Lubin-Tate sur Z,
correspondant & ¢(X) = (1+ X)? —1 € L;. On le notera Gy, et 'appellera le groupe multiplicatif formel.
Lapplication Gm(m@) -1+ m@, x +— 1+ x (ce dernier étant un groupe multiplicatif) est un isomorphisme

de groupes qui est 9, -équivariant. Le module de Tate 7 p(ém) s’identifie a

Zy(1) = H£1upn (1.6.6.1)
n
ou fiyn désigne le groupe multiplicatif des racines p”-iémes de I'unité dans Q, muni de I’action naturelle de

gQﬁ ; cette identification est %Qp—équivariante. Le caractére y, devient alors le caractére cyclotomique x cyc.
1.6.7 - Lemme. Avec les notations de (1.6.4), on a que E, = E(z) pour z € A,.

Démonstration. 1l suffit de montrer A, C E(z). Remarquons que O agit sur A, via la Og-structure de F (my).
La O}-orbite de z est contenue dans E(z) d’aprés le début de (1.6.3). D’autre part concernant le stabilisateur,
on a [a]z = z si et seulement si [a—1]z = 0, ou encore a—1 € 7"OF. On obtient alors une application injective

OR/1+7"0Op = Ay, a+ [a]z

qui est en fait bijective pour des raisons de cardinalité. Donc A, C E(2). O



1.6.8 - Proposition. Avec les notations de (1.6.4), Uextension ET, = |, E, de E est galoisienne infinie et totalement
ramifiée. Le caractére x r induit un isomorphisme Gal(EL,/E) ~ OF.

Démonstration. Par (1.6.7), (1.6.4) et la définition de A,, on sait que E, C E,4 et que chaque extension E,/E
est galoisienne totalement ramifiée de degré ¢" (g — 1), donc ET/E est une extension galoisienne infinie
totalement ramifiée; de plus, le groupe de Galois Gal(E,/E) agit transitivement et librement sur A,, donnant
une bijection Gal(E,/E) — A,, g — g(z). Lapplication bijective

/\/,(r") : Gal(E,/E) — O%/1+7n"Of, g lunique classe @ telle que g(z) = [a]z (1.6.8.1)

est un morphisme de groupes indépendant du choix de z € A, ; en effet, soit 2’ = [b]z € A, avec b € OE,
alors g(2’) = g([b]z) = [b]g(2) = [b][a]z = [a][b]z = [a]z’ ou lon a utilisé la ¥g-équivariance de [5] (1.6.3).
De plus, le diagramme

(n+1)

Gal(E,u/E) 22— O} /1+ a0

|l o

Gal(E,/E) A 50 5/1+ 7" OF
est commutatif ou les fléches verticales sont celles évidentes. En prenant la limite projective de X( " on obtient
un isomorphisme de groupes profinis Gal(£%,/E) — O7. La composée ¥p — Gal(EL/E) — (9IXE coincide
avec le caractére y, d’aprés (1.6.5) et (1.6.8.1). O

1.6.9. Gardons les notations de (1.6.8). On se propose de calculer la filtration (supérieure) du groupe
Gal(EL /E).

Calculons d’abord les groupes de ramification de Gal(E,/E) en utilisant 'isomorphisme (1.6.8.1). Soit
z € Ay. Soit d’abord a = 1+ o7’ avec v € OF, 1 <i <n—1.Ona [a]z = z+[v][n']2z. On sait que [7']z € A,
et puis aussi [a]z — z = [v][7*]z € Ay—;, dOU

vp(la]lz —2) = =q'op(2) (1.6.9.1)

1
par le calcul (1 6.4). Comme z est une uniformisante de E(z) = E, (1.6.4) (1.6.7), on a vg, = vg(2)™" - vg. Donc
ig,/E(a) = ¢'. Soit maintenant @ € O3\1+ 1Og. Alors a — 1 € OF, donc [a]z — z = [a — 1]z € A,, l'identité
(1.6.9.1) est vérifiée avec i = 0. Donc ZE"/E((I) =1 dans ce cas.
On en déduit la filtration des groupes de ramification du groupe G = Gal(E,/E)

OX1+1"0Op = Gal(E,/E) =Gy
1+7TOE/1+71'"(9E ~ Gal(E,,/El):Gl:"':Gq_l
1+ 70 /1+7"0p =~ Gal(E,/E) =Gy=---=Gp, (1.6.9.2)
{1} = {id}=Gpi=-=Gp ="

d’ou la filtration supérieure Gal(E,/E)" = Gal(E,/E;) ou 0 < j < n,u € (j —1,]. La filtration du groupe
Gal(EZ /E) est alors donnée par

Gal(EL/E)" = Gal(EL/E;), jeN ue (j-1j] (1.6.9.3)
qui est isomorphe a O si i =0 et a 1+ 7’'Of si i > 0 via 'isomorphisme Gal(EZ/E) ~ O5.
1.6.10 - Corollaire. On a vg(Dg,/g) = n — ﬁ pour n € N*.

Démonstration. D’aprés (1.5.5) et le calcul (1.6.9), on a

00 1 nl 1

1.6.11. Une forme différentielle sur F est un élément w(X) = a(X)dX € Og[[X]dX. Si A(X) € X - Og[X],
alors w(A(X)) = a(h(X))h' (X)dX. On dit que w est invariante si elle vérifie

a(F(X.Y))d(F(X.Y)) = a(X)dX +a(Y)dY. (1.6.101)



On notera Q7 I'ensemble des formes différentielles invariantes sur F. C’est un Og-module libre de rang 1
engendré par

wo =dX |01 F(0,X) (1.6.11.2)

ou 0 signifie la dérivée par rapport a la premiére variable. Si @ € Op, on a [a] € Endp,(F)et puis
wo([a](X)) € QF, qui est alors un multiple de wo(X). En développant, on a wo(X) = (1 + deg > 1)dX
et wo([a](X)) = (a+deg = 1)dX, donc wo([a] (X)) = a - wo(X). Ainsi, pour tous ¢ € O et w € Qr, on a

wolal=a-w (1.6.11.3)

16.12 - Exemple. Soient E = Q,, m = p et F = G, Alors Q7 est un Z,-module libre de rang 1 engendré par
wo=dX/(1+X).

1.7 Théorie du corps de classes local

Soit K une extension finie de Q, avec ¢ = #kx et une uniformisante 7. Soit K, I'extension totalement
ramifiée de K construite comme dans (1.6.8) & partir d’'un groupe formel de Lubin-Tate F sur Og. Alors les
extensions K7 et K**" de K sont linéairement disjointes. Soit Fr, 'élément de Gal(K"*""/K) qui correspond

au Frobenius x — x7 de Gal(Fp/Fq).

L7.1 - Théoréme. Soit Art : K* = Of X 7% — Gal(K"K*"" |K) = Gal(K™/K) X Gal(K""" | K) Uapplication (de
réciprocité) définie par u — x;(u™l) (16.8) et m Fr,.

(i) Lextension KXK' est Uextension abélienne maximale K® de K. L'application Art ne dépend pas du choix
der et F.

(ii) Pour toute extension abélienne finie L/ K, on a Art(Nz x(L*))|; = id e cela induit un isomorphisme
K*/Np k(LX) ~ Gal(L/K).

(iii) L'association L — Ny x(L*) donne une bijection entre Uensemble des extensions abéliennes finies de K et
Uensemble des sous-groupes ouverts d’indice fini de K*.

1.7.2 - Proposition (Hasse-Arf). Pour toute extension abélienne K' /K, Uapplication Art : K* — Gal(K'/K)
induit une surjection Ul}g — Gal(K'/K)’ poury € Ry, ot l'on a posé Uly{ =1+7"Og siye (n—1n], n e N, et
U = O%.

K K

Démonstration. Si K’ = K7, cela résulte de (1.6.9).

Si K’ = K% = KZK" (171, i), lapplication Gal(K’/K) — Gal(KZ/K) induit un isomorphisme
Gal(K'/K)? = Gal(K’'/K""") — Gal(KZ/K) = Gal(KZ/K)" et alors des isomorphismes entre la filtration
supérieure d’indice positif. Ce cas résulte alors du cas précédent.

Le cas général en découle, compte tenu de (1.3.5) et la définition de la filtration supérieure pour une
extension galoisienne infinie. O

1.7.3 - Corollaire. Pour toute extension abélienne K’ | K, la filtration Gal(K'/K)’ est continue d gauche par rapport
ay € Ry, et ses points de rupture y sont tous entiers.

1.8 Etude de la ramification

Soient K/Q, une extension finie et K. /K une extension infiniment ramifiée vérifiant (Z,-Ext). Fixons
d’abord des notations et étudions ensuite la ramification du groupe de Galois Gal(K./K) qui sera importante
pour la théorie de Sen-Tate que nous présenterons dans le chapitre 3.

1.8.1. Notations. Soit Iy un sous-groupe ouvert de Gal(K./K) isomorphe a Z, tel que K., soit totalement
ramifiée sur K, = Kol:,". On posera I';, = Fg et K, = KOI;” comme dans (1.4.1). On notera I'y = Gal(K./K). Soit
vo un générateur topologique de I'y. Posons alors y, = y’g qui est un générateur topologique de I';,.

Si L/K est une extension finie de K, on notera L., = LK, c’est une extension de L vérifiant les mémes
conditions que K /K. Cependant, on notera L, = LK, sauf mention contraire, de sorte que L/L( pourrait étre
non totalement ramifiée. Mais cette nuance ne posera pas de probléme, car on prendra souvent z suffisamment
grand.

1.8.2 - Théoréme (Tate). Soit K /Q, une extension finie et soit Ko/ K une extension galoisienne infiniment ramifice
vérifiant (Zy-Ext). Si M /Ko est une extension finie, alors Try/x,, (Oy) D mg,,.



Démonstration. Soit M’ une extension galoisienne finie de K. contenant M. Comme Tryy g,
Trarjk., © Trarrym et Teyrya (Opr) € Oar, on se raméne au cas ou M /K, est finie galoisienne. Il existe alors un
extension finie galoisienne L/K telle que Lo, = M. En effet, soit P € K. [X] un polynéme dont le corps de
décomposition sur K., est M. Comme K., = |J K,, il existe K, contenant les coefficients de P. Alors le corps
de décomposition L de P sur K, convient.

En remplacant K par un certain K, (ce qui ne change pas K, ni I’hypothése sur K., /K), on peut alors
supposer que Ko/ K est une Zy-extension totalement ramifiée, que L/K est une extension galoisienne finie telle que
M = L, et que L et K,, sont linéairement disjointes sur K. On a alors I'x = I'.

Selon (1.7.3), il existe une suite croissante (y,)mez,_, 4 valeurs dans N U {+oo} telle que Fgf =Dy = p"Z,
pour y € (Ym—1,9m], m € N.

1.8.2.1 - Lemme. On a y, # +o et la suite (yn)meN tend vers +0o.

Démonstration. Conservons les notations de (1.7.2), les applications Art : Uy — T} étant surjectives, et Koo/K
étant une Zy-extension, les ' sont des sous-groupes ouverts de I'y = Ty ~ Z, car Ko/K est totalement
ramifiée. Donc il existe m(i) € N tel que F% soit iden_tiﬁé alyg = [)'"(i)Zp. On a yy(i)-1 < i £ Ym(s)- Alors,
d’une part, pour tout m € N, il existe i € N tel que I'y, C I';, par la continuité de Art, puis m(i) —1 > m, de
sorte que Y < Ym(s)-1 < i, d'out y,, # +00; d’autre part, la suite {m(i)};en est croissante et y,,(;) > i tend vers
+00. [m]

1.8.2.2 - Lemme. On a
¥Gal(K, /K) = { P € Gmotynl, 0<m < n
" 0

sinon.

Démonstration. Soit y € (ym-1,ym] avec m > 0. La compatibilité (1.3.5) montre Gal(K,/K)” est 'image de
Gal(Kw/K) =~ p™Z, dans Gal(K,/K) ~ p"Z,, d'ou les résultats. O

1.8.2.3 - Lemme. La suite (p"vx(Dy,/k,)) ey €5t bornée.

Démonstration. Calculons par (1.5.5)

+00 1 1
vk (D1, /x,) = vk (D1, k) — vk (Dk, k) = /1 (#Gal(K,,/K)J’ - #Gal(L,,/K)y)dy'

La fonction sous l'intégrale est positive car 'application Gal(L,/K) — Gal(K,/K)’ est surjective par la
compatibilité (1.3.5). Montrons qu’elle s’annule pour y grand. Les extensions L/K et K, /K étant galoisiennes
finies linéairement disjointes, 'application naturelle

Gal(L,/K) — Gal(K,/K) x Gal(L/K)

est un isomorphisme de groupes. Lextension L/K étant finie, il existe 4 tel que Gal(L/K)? = {id} siy > A. Par
la compatibilité de la filtration supérieure, Gal(L,/K)’ s’envoie surjectivement sur Gal(K,/K)” ; c’est injectif
si y > h car alors Gal(L,/K)’ agit trivialement sur L. Donc la fonction sous l'intégrale s’annule si y > 4. On
obtient

h h
1 1 1
o< [ i [ —_—
o (DL, /K,) [1 ¥Gal(K, /Ky  #Gal(L, /Ky )? = |, #Gal(K, /Ky “
Selon (1.8.2.1), il existe m; qui ne dépend pas de n tel que y,,, > A. Alors on obtient

y’”l 1 my my
- — _ —(n—m) _ p-n _ m
ok(Pri) < [ s 230m =m0 =973 m g 0p"

Donc la suite {p"vx(Dy,/k,)} est bornée. O

Soit maintenant @ € mg_. Il existe alors 7, tel que pour tout n > n,, on ait @ € mg,. Par (1.5.3), on a

D .
Trz,/x,(OL,) = m};;K"( Ln/Kn) ; sa valuation

ok (Trp, x,(O1,)) = (K, /K) ok, (Dr,/x,)] = p"1p" vk (D1, x,)]

tend vers 0 lorsque 7 — 400 selon (1.8.2.3). Mais vg («) > 0, donc il existe n tel que a € Try /x,(Of,). Pour
conclure, par notre hypothése sur L et K., (linéairement disjointes sur K et L/K galoisienne, donc aussi L, et
K sur K, et L,/K, galoisienne), application naturelle Gal(Le/Ks) — Gal(L,/K,) est bijective, montrant
que Ttz k., (Or,) = Trp,/k,(OL,). m



18.3 - Remarque. Sous I'’hypothése de (1.8.2), on a Tryk, (may) = mg,. En effet, soit x € myg_, il existe
a € mg, de petite valuation tel que xa™! € mg_; on a xa”! € Trar k. (On) selon le théoréme, donc
X € TI‘M/K00 (CZOM) C TI'M/Km(mM).

1.8.4 - Corollaire. Sous I’hypothése de (1.8.2), pour tout € > 0 il existe € M tel que Ty g, (@) =1 et vy(a) 2 —e.

Démonstration. Comme la valuation sur K. est non discréte, il existe x € mg,, tel que v,(x) < €. Il existe par
le théoréme y € Oy tel que Tryr k., (y) = x. Il suffit de prendre @ = yx~". O

Donnons un lemme plus précis que (1.8.2.1).

1.8.5 - Lemme. Soit K /Q, une extension finie. Soit Ko/ K une Z,-extension totalement ramifiée. Avec les notations
de (1.8.2.7), il existe mq tel que Ymi1 = ym + ex pour tout m > my.

Démonstration. Rappelons que selon (1.7.3), il existe une suite croissante (y,)mez, , a valeurs dans N U {+oco}
telle que Ff{ =T = p"Z, pour y € (yn-1,yn]l, m € N. On sait que I'exponentielle induit un isomorphisme
my — 1+ mj pour i > % On a déja montré (1.7.2) que y,, sont des entiers (finis) et tendent vers I'infini.
. 2
Donc il existe mg tel que yp_; > I% pour m > my.
Il existe m > myg tel que yp—1 # ym car (ym)m tend vers infini. Fixons un tel m. Montrons que y,, = ym-1+ex

et ym # Ym+1. Le lemme en découlera par récurrence sur m.

_y,,,,1+BK+1 _
Iy

Notons art = Art o exp. Ecrivons ici la loi de groupe sur les I, additivement. D’abord, on a
_ 1 1+l . _
art(m;{'” TR = art(pm;(’” = pUm = Tty donce yy < ym-1+ex +1. Montrons ensuite que Fij{'” K et # 0
on en déduira que [V»1*¢ =T, et donc y, = ym-1 + €k.

Pour cela, soit 7x une uniformisante de K et calculons Fi{""IHK = art(m}I’(m_IHK). Soit F = K N %"’ la
sous-extension maximale non ramifiée de K/Q,. Alors g vérifie une équation d’Eisenstein 772‘ + aeK_ln;{K_l +

c+amg +pag =000 @y 1,...,a1 € pOr et ag € OF. Pour tout ¢ € Ok, en multipliant par ﬂ‘g{'”"t, on obtient
) i
art(tmy ") € p - art(taomy' ™) + pm.

Ainsi, on a art(mé""”K)/FmH =p- art(mg{'”'l)/plﬂm o~ Fﬁ(”"l/lﬂm # 0, ce qui permet de conclure. O
1.8.6 - Lemme. On a vy(Dg,/x) =n+c+0(p™") pour n € N avec ¢ une constante.

Démonstration. Comme Dk, /g = Dg,/1 - Dr/x pour tout corps intermédiaire, on peut remplacer K par une
sous-extension finie Ky de K /K telle que K /Ko soit une Zy-extension totalement ramifice. D’aprés (1.5.5) et
(1.8.2.2), on a

vk (Dk, k) = /1+°° (1 - m)d)’ = ZO’m = ym-1) (L= p"").
- n m=0

On en conclut, compte tenu du comportement asymptotique de y, (1.8.5) et de I'égalité vx = exv,. |
1.8.7 - Corollaire. v,(Dg,,,/x,) =1+0(p™"). ]
1.8.8 - Corollaire. I[ existe une constante ¢ > 0 telle que pour x € K, on ait

1
vp(’j Trk,./x, (%)) 2 0p(x) = p™"c.

Démonstration. Selon (1.5.3), on a vg, (Trk,.,/x, (%)) > |vk,(Dk,./x,) + vk, (¥)| = vk, (Dk,./x,) + vk, (x) — 1,
donc

1
0p( Tk, /K, (%)) = 05 (D, k,) + 0p(x) = o

n

=1+0(p™") +vp(x) -

1
pex
car ¢(K,/Ko) = [K,: Ko] = p". Le lemme en résulte. O
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2 Représentations galoisiennes

2.1 Représentations semi-linéaires

2.1.1. Un groupe topologique G est un groupe muni d’une topologie pour laquelle l'application G X G —
G, (x,y) — xy~! est continue. Soient G et M deux groupes topologiques. On dit que G agit continament sur M
si on se donne un morphisme de groupes p : G — Endg,p (M) tel que I'application G X M — M soit continue.
Lorsque M est abélien, on dit que M est un G -module topologique.

Un anneau topologique A est un anneau (commutatif unitaire) muni d’une topologie pour laquelle les
applications AXA — A, (x,9) = x—y et AXA, (x,9) — xy sont continues. Le groupe GL;(A) est un groupe
topologique pour la topologie induite par GL;(A) — Maty(A) X A, g — (g, (det g)™!) (ot on munit Maty(A)
de la topologie produit). Si la prise de Pinverse AX — A*, 1 > 17! est continue, cette topologie sur GLy(A)
coincide avec celle induite de Mat;(A). Lorsque A est muni d’une action continue de G, on dit que A est un
G -anneau topologique; alors G agit continiment sur GL;(A).

2.1.2. Soient G un groupe topologique et A un G-anneau topologique. Une A-représentation semi-linéaire (libre
de type fini) de G est un A-module M libre de type fini muni de la topologie produit, sur lequel G agit
continiment et tel que g(Am) = g(A)g(m) pour tous 1 € A, m € M. Notons Rep, (G) la catégorie des
A-représentations semi-linéaires de G, les morphismes étant les applications A-linéaires G-équivariantes (ou
simplement dit A[G]-linéaires). La catégorie Rep, (G) posséde des sommes directes, des produits tensoriels,
des Hom internes et des duaux.

2.1.3 - Exemple. Soit K C C un sous-corps contenant Q. Alors ¥k (— %q,) agit continiment sur C.

Soit V' € Rep, (¥k) ot A est un anneau topologique contenant Z, (compatible avec la topologie usuelle).
Soit y : ¥k — Z% un caractére continu. Notons (g,v) +— g(v) Paction de ¥x sur V. On notera V(y) la
A-représentation de ¥ sur le méme espace donnée par (g,v) — y(g)g(v).

Le module de Tate Z,(1) est une Z,-représentation de ¥x. On notera Z,(-1) = Z,(1)" et V(r) =
V &z, Z,()® ., V(-r) =V ®z, Z,(-1)®" pour r € N. En choisissant une Z,-base de Z,(1), on obtient pour
tout 7 € Z un isomorphisme V(r) = V (x¢,) de A-représentations de .

2.2 Cohomologies continues

2.2.1. Ensemble de cohomologie. Soient G, M deux groupes topologiques tels que G agisse continiment
sur M. On note M€ les invariants de M par G. Un cocycle sur G d valeurs dans M est une application continue
U :G — M telle que Uyr = Uy0(U;) quels que soient 0,7 € G. Deux cocycles U, U’ sont dits cohomologues
$il existe m € M tel que U, = m~'U,0(m) pour tout o € G, ce qui définit une relation d’équivalence sur
I’ensembles des cocycles. On note HI(G,M) I’ensemble des classes d’équivalence. C’est un ensemble pointé :
la classe du cocycle trivial g — 1 est dite triviale. On appelle H'(G, M) Uensemble de cohomologie de G a valeurs
dans M.

Si M est abélien, alors H'(G, M) est muni d’une loi de groupe naturelle induite par celle sur M, dont la
classe triviale est I’élément neutre. Si de plus M est une A-représentation linéaire de G, H'(G,M) est alors
muni d’une structure naturelle de A-module induite par celle de M.

2.2.2 - Proposition. Soient G un groupe topologique et A un G -anneau topologique. Il existe une bijection naturelle
entre H'(G,GL4(A)) et Uensemble des classes d’isomorphisme de \-représentations libres de rang d de G.

Démonstration. Soit M € Rep,(G) de rang d. Fixons une A-base (ordonnée) e de M. La représentation p est
continue A-semi-linéaire si et seulement si elle est donnée par g(e) = elU,, ou U : G — GLg(A), g = Uy est
une application continue qui vérifie la condition de cocycle

Ugh = Ugg(Uh)

pour tous g,k € G. Dans une autre A-base, si 'on note B € GL;(A) la matrice de transformation, ’action est
alors décrite par U’ : G — GL4(A) avec
U; = B'U,g(B).

Donc, deux A-représentations semi-linéaires de G sont équivalentes si et seulement s’il existe B € GL;(A)
telle que leurs cocycles Uy, U : G — GL4(A) soient conjugués par Uz = B_lUng(B). |
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2.2.3. Groupes de cohomologie. Soient G un groupe topologique et M un G-module topologique. Pour
r € N, une 7-cochaine continue est une application continue G" — M. On note ¢”(G,M) 'ensemble des
r-cochaines, c’est un groupe abélien. Définissons 'application de cobord 8 : €7 (G, M) — €™ (G, M) par

7
6f(g17' . ,g7+1) = gl (f(ng e agT+1)) + Z(_l)lf(g17 . 9gi—17gigi+17gi+27‘ . 7g7+1) + (_1)T+1f(g1’ e 7g7)‘
i=1

On vérifie que d o d = 0. On peut alors prendre les groupes de cohomologie du complexe (¢°*(G,M),0) (en
posant €7 (G,M) = 0 pour r < 0)

H'(G.M) =ker (4" (G.M) > ¢"*(G.M)) | Im (¢"(G.M) > " (G. ).

Lorsque r =1, cela coincide avec 'ensemble de cohomologie défini précédemment. Si A est un anneau, que M
est un A-module et que G agit A-linéairement sur M, les H" (G, M) deviennent naturellement des A% -modules.
Pour une cochaine f : G" — M, on pourra aussi écrire f. 5 . = f(...,8i,...).

2.2.4 - Exemple. Cohomologie d’un groupe procyclique. Soit G un groupe topologique avec un générateur
topologique y. Soit M un G-module topologique. Alors H'(G, M) est un sous-groupe de M /(y — 1) M.

En effet, pour tout f : G — M un cocycle continu, on lui associe f, € M. Si f est un cobord, alors
fy =v(x) — x pour un x € M. Inversement, si tel x existe, alors on a pour tout n € N*

Hr=f+y(h) + "N ) =y (x) — x

et 1= —yX(fy) = ¥y 1(x) — x, donc aussi f,-» = y7"(x) — x. Par densité et continuité, on obtient f; = 7(x) —x
pour tout 7 € G, donc f est un cobord. On obtient alors un morphisme de groupes H'(G,M) — M /(y -1)M
bien défini qui est injectif.
2.2.5 - Exemple. Cohomologie d’un groupe fini. Soit G' un groupe fini (discret). Soit M un G-module topo-
logique. Un cocycle G — M est automatiquement continu. Donc H'(G,M) = H}(G,M) pour tout i € N, ou
cette derniére est définie en regardant M comme un G-module discret.

Par un résultat classique [GS06, 3.3.8], les groupes H;(G,M), i > 1 sont de n-torsion ot 7 est le cardinal

de G. Par conséquent, si de plus M est un Q-espace vectoriel et que 'action de G sur M est Q:linéaire, alors
H'(G,M) =0 pouri>1

2.2.6 - Proposition. Soit G un groupe topologique. Soit1 — A — B — C — 1 une suite exacte courte de groupes
topologiques munis d’une action de G. Alors on a une suite exacte d’ensembles pointés

0 — 4° — B = ¢¢ % HY(G,4) — H'(G,B) — H'(G,C).

Lapplication & est définie comme suit : soit ¢ € C et soit & € B un relévement de c; alors g — 67 g(b)
est un cocycle G — B dont I'image par B — C est triviale, donc contenue dans 4; il définit alors un cocycle
continu G — A4, donc une classe dans H'(G,A4); c’est indépendant du choix du relévement b.

2.2.7. Soient G et M deux groupes topologiques, G agissant contintiment sur M. Soit H un sous-groupe fermé
distingué de G. On dispose d’une application de restriction res : H'(G,M) — H'(H,M) induite par restriction
d’un cocycle G — M a H. On dispose aussi d’'une application d’inflation infl : H'(G/H,M") — H'(G,M)
définie par composition avec G — G/H. Lorsque M est abélien, on peut de méme définir res : H" (G, M) —
H'(H,M) etinfl: H (G/H,M") — H"(G,M) pour r > 1.

On a une action de G sur ensemble H'(H,M) par g(c);, = g(cg11g) pour g € G, h € H. Cette action
est triviale sur H, donc se factorise via G/H.

2.2.8 - Proposition. (i) On a une suite exacte d’inflation-restriction

infl res

0 —» H(G/H,M") S HY(G,M) = H'(H,M).

(ii) Lorsque les topologies sur G et M sont discrétes et M est abélien, il existe un morphisme naturel T :
HY(H,M) — H*(G/H, M) tel que l'on ait une suite exacte longue

infl T infl

0 - H(G/HM™S H\(G,.M) S H\(H,.M)" 5 H*(G/H,.MT) S H*(G,M).
Le (ii) reste valable si G et M ne sont plus nécessairement discrets tant que /1 est un sous-groupe ouvert

de G; si de plus M est un Q-espace vectoriel et si action de G est Q-linéaire, on a H'(G, M) ~ H'(H,M)¢/H
compte tenu de (2.2.5).
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2.3 Descente galoisienne (classique)

2.3.1 - Lemme (Speiser, [GS06, 2.3.8]). Soit L/ K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G. Soit V un
L-espace vectoriel muni d’une G -action semi-linéaire. Alors Uapplication naturelle G -équivariante L x V¢ — V
est bijective.

2.3.2 - Théoréme (Hilbert 90). Soit L/K une extension galoisienne. On munit L de la topologie discréte. Alors on
a

(i) H'(Gal(L/K).GL4(L)) = {1},
(i) H\(Gal(L/K),L) = 0

Démonstration. (i) On a H'(Gal(L/K),GL4(L)) = li_n)lF H'(Gal(F/K),GL4(F)) ou F parcourt les sous-
extensions galoisiennes finies de L/K. On a H!(Gal(F/K),GL4(F)) = {1} par (2.3.1) et (2.2.2).
(ii) Soit ¢ : Gal(L/K) — L un cocycle continu, alors on obtient un cocycle continu

U : Gal(L/K) — GLy(L). g—>( (1) “ )

Il existe alors 4 = ( Zu Zl2 ) € GL4(L) telle que pour tout g € G ona U, = A7'g(A), ou de méme
21 22

( glan) g(aw) )_( an  ap )U _( an  Cgain + ap )
= e = .

glaa) g(ag) ag  ag ag  cgag + a

Donc ay, ag; € K et ils ne s’annulent pas tous. Si a;; # 0, on aura ¢, = g(a;2/a;1) — a;2/a; pour tout g € G,
c’est-a-dire que ¢ est un cocycle trivial. O

2.3.3 - Corollaire. Soit K une extension algébrique de Q, et soit L/K une extension galoisienne finie, alors
H'(Gal(L/K).GLy(L)) = {1}.

Démonstration. On a L = LK. C’est une extension 1 galoisienne finie de K. Pour appliquer (2.3.2), il suffit alors
de remarquer que l'action de Gal(L/K) sur GLd(L) coincide avec celle de Gal(L / K ), ce dernier groupe étant
identifié au premier par restriction a L. O

2.4 Descente non ramifiée
Soit K /Q, une extension finie.

2.4.1 - Proposition. Soit L/K une extension non ramifiée.
(i) On a Hl(Gal(L/K),GLd((’)Z)) ={1} et Hl(Gal(L/K),GLd(Z)) ={1}.
(i) Une C-représentation de G est triviale si et seulement si sa restriction d@ Ix est triviale.

Démonstration. (ia) Montrons d’abord Hl(Gal(K”’”/K),GLd(OW)) = L Soit U : Gal(K"""/K) —
GL4(Ozr) un cocycle continu. Soit £ le corps résiduel de K et soit ¢ = #k. Rappelons que l'on a un
isomorphisme naturel Gal(K*"" /K) =~ Gal(%/ k) ~ Z et que Gal(K**"/K) admet pour générateur topologique
le Frobenius ¢, dont l'action sur k est donnée par x > x7. Alors, par continuité, pour montrer que U est un
cobord, il suffit de trouver une matrice M € GLy(Og) telle que Uy, = _1¢q (M).

Montrons par récurrence que pour tout i € N*, il existe M; € GL;(Oz7) telle que

Kunr

Us, = M ¢y (M;) mod mhe (2.4.11)

et que de plus, on peut les arranger pour que (;); converge vers une matrice inversible.
Commencgons par le cas ¢ = 1. La continuité de U/ montre que U mod My est continue pour la topologie

discréte sur GLy (k). On déduit alors de la descente galoisienne classique (2.3.2) qu’il existe M; € GLy(Oz)
vérifiant (2.4.1.1) pour i = L

Supposons que (2.4.1.1) soit vérifiée pour un certain i € N*. On se propose de trouver X; € Mat(Oxr)
telle que (2.4.11) soit vérifiée pour i +1 avec

My = (1+ 7' X)) M; € GLg(Ogr).- (2.4.1.2)
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Cela étant fait, la suite (M;); ainsi construite a partir de M vérifiera les propriétés voulues : si on note

M =lim; M; € GL;(Ou), la congruence (2.4.1.1) passée a la limite donnera Uy, = M71¢q (M).

En insérant (2.4.1.2) dans I'identité voulue (2.4.1.1), on a

Us, = Ml-_l(l -1 X + ﬂi¢q(Xl-))¢q (M;) mod miH

q Kunr®

Donc on veut avoir

¢g(Xi) = X; = 717 (MU, ¢ (M;)™" = 1) mod Mg

Ici, la partie a droite appartient bien a Mat;(Or) par Phypothése de récurrence. Cette équation revient a

une équation dans Mat, (Z), qui admet une solution puisque I'application ¢, —id : k — kest surjective. Ainsi,
on a montré 'existence de Xj.

(ib) Traitons alors H'(Gal(K""*"/K),GL4(K""7)). Soit U : Gal(K*""/K) — GL4z(K*"") un cocycle
continu. Il existe un sous-groupe ouvert distingué H de Gal(K"""/K) tel que U, € GLy(Og) pour tout
h e H. Alors K’ = (K*"")H est une extension galoisienne finie de K, et U restreint 2 H = Gal(K**" /K') est

un cobord selon (i.a).
Par dévissage (2.2.8)

1 > HY(Gal(K'/K),GL4(K')) — H'(Gal(K"" /K),GLy(K*"")) — H'(Gal(K"" /K'),GL4(K"""))

et selon (2.3.2), U lui-méme est aussi un cobord.

(i.c) Si L/K est une extension non ramifiée (donc galoisienne). On a L ¢ K**. Comme les applica-
tions d’inflation H'(Gal(L/K),GLs(0;)) — H'(Gal(K*" /K),GL4#(Og)) et H'(Gal(L/K),GLy(L)) —
Hl(Gal(K””’/K),GLd(W)) sont injectives, on obtient les trivialités voulues par (i.a) et (i.b).

Le (ii) résulte de la suite exacte (2.2.8)

1= H'(Gal(K"""/K),GLq(K"™)) = H'(9x,GL4(C)) — H'(Ix,GL4(C))
(ot 'on a appliqué (3.1.1), qui reste a voir plus tard) combinée avec (i.b). O

2.4.2. Soit L/K une extension algébrique. On dit que L/K est finiment ramifiée si ¢(L/K) est fini. Une
extension galoisienne L/K est finiment ramifiée si et seulement si 'image de I'inertie /g dans Gal(L/K) est
finie, ce qui revient au méme que P'extension galoisienne L/L N K*"" est finie.

2.4.3 - Corollaire. Si L/K est galoisienne finiment ramifide, on a Hl(Gal(L/K),GLd(Z)) ={1}.

Démonstration. Posons Ly = L N K"*"". Iextension L= ZEL de ZE est galoisienne finie de groupe de Galois
Gal(L/Ly). Considérons la suite exacte (2.2.8)

1 — HY(Gal(Ly/K),GL4(Lg)) — H'(Gal(L/K),GL4(L)) — H'(Gal(L/Ly),GLy4(L)).

Les deux termes a gauche et a droite sont triviaux grice a (2.3.2) et (2.4.1). O

2.5 Représentations B-admissibles

2.5.1. Soient G un groupe topologique et B un G-anneau topologique. On dit (suivant Fontaine) qu'une re-
présentation V' € Repg(G) est B-admissible si elle est une B-représentation triviale de G, c’est-a-dire V' ~ B¢
muni de 'action naturelle de G.

Supposons que E = BY soit un corps. Soit F C E un sous-corps fermé. On dit qu’une représentation
V € Repy(G) est B-admissible si B ®r V € Repg(G) est B-admissible.

On dit que Panneau B est (F, G)-régulier §’il vérifie les conditions suivantes :

(Perl) B est un anneau intégre ;

(Per2) B¢ = (FracB)“;

(Per3) si b € B\{0} vérifie g(Fb) = Fb pour tout g € G, alors b € B,
En particulier, si B est un corps, B est (F,G)-régulier. Un anneau (F, G)-régulier est aussi (F), G)-régulier
pour Fy C F sous-corps fermé.

2.5.2 - Exemple. Soit K /Q, une extension finie.
(i) Le corps C muni de la topologie naturelle est un anneau (K,%x)-régulier, ce qui permet de définir la
notion de représentation C-admissible.
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Par la descente finiment ramifiée (2.4.3) et (2.2.2), on obtient que si p : ¥ — GLq,(V) est une Q,-
représentation linéaire de ¥ telle que p(Ix) soit fini, alors V' est C-admissible.

(ii) Le corps @ muni de la topologie naturelle est un anneau (K,%x)-régulier, ce qui permet de définir
la notion de représentation @-admissible.

Soit V' € Repr (9%).SiV est Q_I,—admissible, comme Q_l' est une représentation lisse de ¥k (le stabilisateur

de tout x € @ est ouvert dans %), il existe une extension finie L/K telle que la Q,-représentation Vly, est
triviale. Inversement, si tel L existe, alors Vg, est évidemment @—admissible, il en est de méme pour V par
la descente galoisienne classique (2.3.2).

(i) Notons Byt = P,z C(n), c’est un anneau gradué. On le munit de la topologie somme directe
induite par la topologie naturelle sur C. D’action naturelle de ¢, préserve les composantes C(z). Le choix
d’une Zy-base de Z,(1) fournit un isomorphisme ¥x-équivariant d’anneaux topologiques

Bur = C[¢,t7]

ou P'action de o~ € ¥ est donnée par Y, a;t' — 3, g(a;) X cyc (g)'t'.

Panneau intégre C[t,¢7] est (K,9k)-régulier (donc aussi Byr), ce qui permet de définir la notion de
représentation de Hodge-Tate. En effet, pour (Per2), en utilisant I'inclusion ¥x-équivariante C(¢) — C((¢) et
C9 =0, et C(n)?¢ = K si n # 0 (3.2.1) que l'on verra, on obtient C(#)“¢ = K = C[¢,¢7]“%. Montrons (Per3).
Sib=23,a;t’ € C[t,t7"] est non nul et c(Kb) = Kb pour tout o € Y, I'action de ¥ sur le K-sous-espace
Kb # 0 est donné par un caractére 17 : ¥ — K*. On a pour tout o € ¥

20 (@) X eye ()8 = (X a;t’) = X (o) a;t!
o-(ai)/\,/cyc(a-)i = 77(0')61,’, VieZ.

S’il existe i # j tels que a;, a; sont non nuls, on a 07(a;/a;) X cye(07)" ™/ = a;/a; pour tout o € Y, contredisant
C(i — j)¥k = 0 (3.2.1). Donc b est de la forme a,t’, qui est inversible dans C[¢,¢7].

Une représentation V' € Repg, (9%) de dimension d est de Hodge-Tate si et seulement si ’application
naturelle C-linéaire ¥k -équivariante

P ci) ex (C(-i) 8, V)% - Cag, V

i€Z

est bijective, ou bien que
d
Cag, V =P Cn)
i=1

oud = dime V, n,...,ng € Z. Les entiers n; sont uniquement déterminés 4 une permutation prés, on les

appelle les poids de Hodge-Tate de V.

2.5.3. Soit B un anneau (F, G)-régulier. Pour V' € Rep,(G), posons Dg(V) = (B ®F V)€, Cest un E(= BY)-
espace vectoriel. On a une application (des périodes) naturelle B-linéaire et G-équivariante

ay :BepDg(V) > BepV
donnée par l'inclusion Dg(V) C B ®F V, 'associativité de ® et la multiplication dans B.

2.5.4 - Proposition. Soit V € Repy(G). Alors Uapplication des périodes ay est injective et on a dimg Dg(V) <
dimpg V. De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

() ay est bijective;

(it) dimg Dg(V) = dimp V' ;

(iii) V est B-admissible.

Démonstration. Siker ay # 0, soit x un élément non nul de ker @y avec ’écriture x = x;®v;+- - -+x,®v, € keray
telle que la longueur r(# 0) soit minimale. On a % # 0. Par la B-linéarité et la G-équivariance de ay,
x1g(x) — g(x1)x appartient a ker @ pour tout g € G, c’est une écriture de longueur plus petite. On a donc
x12(x) = g(x1)x pour tout g € G. Ainsi xl’lx € (FracB®g Dg(V))C = (FracB)¢ ®r Dg(V) = Dy (V) par (Per2).
On peut donc écrire x = %1 ® v;. Comme ayp(x) = x93 = 0 € B®F V, on obtient v; = 0, puisque V est un
F-espace vectoriel de dimension finie et B est un anneau intégre par (Perl). Donc x = 0, absurde. Donc ay est
injective.
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On a évidemment (i)=(iii)=(ii). Montrons (ii)=>(i). Notons d la dimension dans (ii). Par injectivité de ap
et (i), @y induit par extension des scalaires une application Frac B-linéaire G-équivariante bijective (FracB) ®g
Dg(V) — (FracB)®p V. Soient e une E-base de Dg(V) et f une F-base de V. Soit A € Mat;(B) NGL;(Frac B)
la matrice de ay associée. On a

aV(e) =f- A

D’autre part, comme e est fixée par G, on a

ay(e)=ayog(e)=goay(e)=g(f-4)=g(f) - g(4)

pour tout g € G. Si on note M, € GLy(F) la matrice de l'action de g, on a 4 = M,g(A4). En prenant le
déterminant, on obtient F det4 = Fg(detA) # 0 pour g € G. Donc det A € B* par (Per3), puis 4 € GL;(B)
par la formule de Cramer. Ainsi, ey est un B-isomorphisme. O

2.5.5 - Théoréme. Soit K/Q, une extension galoisienne finie et F un groupe de Lubin-Tate sur Og. La Q,-
représentation VyF = Qy ®z, TrF de Gy est de Hodge-Tate avec les poids de Hodge-Tate 0, . . . ,0,1.

Tate [Tat67] a en fait montré la décomposition ¥ -équivariante
C &g, V)F = Cex Homk (wr,K) (P CO) @k wr (2.5.5.)

ou Y agit trivialement sur les espaces tangents wr, wrv, qui sont de K-dimension let A—1ou 4 = [K : Q,]
est la hauteur de F.
Par ailleurs, C ®q, V,F se décompose de maniére &k -équivariante en somme directe de

We={weCwq, V;(F}): (1®x)(w) =0c(w),Vx € K}, o € Gal(K/Qy),

chaque W, étant isomorphe & C(0 o x ). On en déduit que I'une et une seule parmi elles est isomorphe a
C(1), et que les autres sont C-admissibles. Il se trouve que C(x ) = C(1), car la multiplication par 1® ¥ devient
via la décomposition (2.5.5.1) I'identité sur C(1) ®x wr [Ser97, Chap. III, Appx.] (voir aussi (4.2.6)). Donc, on

obtient
o=id
sinon.

Clo o yy) ~ { g(X eye) 2.55.2)

Si [K:Qp] > 2, ces isomorphismes n’existent pas si on remplace C par @ En effet, dans le cas contraire,
(2.5.2, ii) implique que 0" o y; et y .y seraient égaux sur un sous-groupe ouvert de ¥ ; mais Im(o o x ) est

isomorphe a Og = Zl[,K:Q‘”] au voisinage de 1, alors que Im(yy) est isomorphe a Z, au voisinage de 1
(autrement dit, ils sont des groupes de Lie p-adiques de dimensions différentes); c’est absurde.

3 Theéorie de Sen-Tate

Soit K/Q, une extension finie. Soit y : ¥x — O} un caractére continu infiniment ramifié dont I'image
contient un sous-groupe ouvert isomorphe a Z,. Soit K., I'extension de K découpée par y (1.4.3, i) et fixons
les notations I'g, I';, K, et y, comme dans (1.8.1).

Pour un entier d > 0, on définit une valuation sur Maty(C) par v,((a;;);;) = min;; v5(a;;). On a
vp(A + B) > min{v,(4),0,(B)} et vy(AB) > vy(A) + vy(B) pour des matrices 4,B € Mat;(C). Laction
naturelle de ¥, sur Mat;(C) préserve cette valuation.

3.1 Théoréme d’Ax-Sen-Tate

3.11 - Théoréme (Ax-Sen-Tate). Soit K une extension algébrique de Q,. Alors on a K = CCI(Q/K) | prys précisé-
ment, soit & € C et posons Ag(a) = infycqy vp(0 (@) — @) (qui pourrait valoir +c0), alors il existe x € K tel que

vp(a —x) = Ag(a) - p/(p—1)*

Démonstration. Remarquons que Ag (@) 2 vy(@) et que Ag(a) vérifie 'inégalité ultramétrique. Soit r € R tel
que 7 < Ag (). Par densité, il existe ¢, € @ tel que vy(a —¢;) 2 7, alors Ag(¢,) 2 min{r,Ag(a)} =r. S’il
existe x, € K vérifiant vy(¢c, —x) 27— p/(p - 1)2, alors on aura vp(a@ —xy) 21 —p/(p - 1)2. Lorsque 7 tend
vers Ag (@), (x,), admet une limite x € K qui vérifie vy (@ — x) > Ag(a) —p/(p - 1)2. On est donc ramené au

cas @ € Qy, qui résultera du lemme suivant. O
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3.1.2 - Lemme. Soit « € @ Il existe x € K tel que vy(a — x) > Ag(a) —p/(p - 1)2.

3.1.2.1 - Lemme. Soits € N et soit d > 2 un entier premier @ p. On a v, ((f;fl)) = vy(d).

Démonstration. En utilisant la formule (p[;d) =[17, pxdi—m et en notant que vy (p*d—i+1) = v,(i—1),2 < i < p°
par P'inégalité ultramétrique, on obtient v, ((’;fi)) =o(p'd) —v(p’) = v,(d). O

31.2.2 - Lemme. Soit P(X) € @[X] un polynome de degré n dont on note ¢ le minimum de la valuation p-

adique des racines. Si n = p°d avec d > 2 un entier et si on pose ¢ = p°, alors P9 (X) a une racine B qui vérifie
1

Démonstration. On peut supposer P unitaire. En écrivant P(X) = X7 ¢;X’ (avec a, = 1) et puis par la formule
de Viéte, le produit des n — ¢ racines de PW(X) est (—1)”‘7aq/(;’) et on a v5(a,) 2 (n — g)c. 1l existe donc
une racine 8 de P9 (X) qui vérifie (n— Qvp(B) 2 (n—q)c—, ((;’)) On conclut par le lemme précédent. O

Démonstration de (3.1.2). Notons Ppino(X) le polynéme minimal de @ sur K. Montrons par récurrence sur
n=[K(a): K] =deg Ppino qu’il existe x € K tel que
s 1

I)p((Y - x) > AK(CU) - Zi:Opi(p——l)

ot p**! est la plus grande puissance de p inférieure a n.

Appliquons (3.1.2.2) & P(X) = Ppina(X + @) € @[X] (et alors ¢ = Ag(a)). Ecrivons n = p*d avec ou
bien d > 2 un entier premier & p, ou bien d = p. Prenons ¢ = p°. Alors P9 (X) a une racine 8 qui vérifie
vp(B) = ¢ — #ql)/,(d). Posons o’ = B + @, qui est une racine du polynéome pw (X) € K[X]. Alors on a

min,
Ag(a’) 2 min{Ag(a),vp(B)} = ¢ - ”—lqvp(d). Soit s” € N tel que p°*! soit la plus grande puissance de p
inférieure a [K(a’) : K](S n—¢q). Alors s' =s —1sid =p, et s’ =5 si d > 2 est premier & p. On en conclut
en appliquant ’hypothése de récurrence a o’. O

3.2 Enoncés des théorémes principaux

3.2.1 - Théoréme (Tate). Soitn : Yx — Of un caractére continu dont l'image contient un sous-groupe ouvert
isomorphe d Zy.

(i) Sin(Ix) est fini, on a C()% = K, et H((9x,C(n)) est un K -espace vectoriel de dimension 1 engendré par
la classe delog x .

(i) Si n(Ix) est infini, on a C(17)“k = 0 et H' (9, C(n)) = 0.
En particulier, on a C?% = K, H(9x,C) = K[log x ] et C(r)%k =0, H(9x,C(r)) = 0 sir # 0.

3.2.2. Soit W € Repz(I'k). Un élément w € W est dit K -fini si son orbite engendre un K-sous-espace

vectoriel de dimension finie de W. On notera WXt (ou W) ensemble des vecteurs K-finis de W. C’est un

K -sous-espace vectoriel de W insensible au changement de K par une extension finie contenue dans K.
De facon similaire, soit W € RepOE; (T'k), un élément w € W est dit Ok -fini si son orbite engendre un

Og-sous-module de type fini de W. On notera W%~ (ou simplement W) 'ensemble des éléments O-finis
dans W.

3.2.3 - Théoréme. On a Koy = K.

3.2.4 - Remarque. En revanche, si L/K est une extension galosienne telle que G = Gal(L/K) soit un groupe
de Lie p-adique avec soit dim G > 2 soit dim G /I > 1 ou [ est le groupe d’inertie de G, alors il existe un
Q,-sous-espace de L de dimension finie stable par G qui n’est pourtant pas contenu dans K [Sen80, Prop. 11].

Expliquons-le dans le cas o [K:Q,] > 2 et ou L = KJ est découpée par le caractére de Lubin-Tate
Xr % — (9}:, avec 7 une uniformisante de K. Ce caractére étant surjectif, il existe une sous-extension

. ’ n Xrx t 1°~g t 7 K:Qy]
finie K’ de L/K telle que Gal(L/K') = 1+mj = my = Og = Zp avec ¢ suffisamment grand. Donc

G = Gal(L/K) est un groupe de Lie p-adique de dimension [K:Q,] > 2.
Ces isomorphismes donnent deux caractéres additifs a1, @y : ¥x — Z,; ils sont Z,-linéairement indépen-
dant méme si restreints & un sous-groupe ouvert; ils sont infiniment ramifiés car L/K est totalement ramifiée.
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Vus comme des cocycles ¥ — C, @) et a9 définissent deux éléments non nuls de H (%,C) ~ K (3.2.7). 1
existe 0 € K™, ¢ € C tels que
0-ai(o)—agy(c)=0(c)—¢ (3.2.4.0)
pour tout o € %Y. La trivialité de @, @y sur % implique que ¢ € C¥ = L.
Vérifions que le Qy-espace V' = Q,(1,6,c) convient. Il suffit de montrer que ¢ ¢ L(= LN K). Sinon, il
existerait une sous-extension finie K" de L/K’ contenant ¢. Par (3.2.4.1), on aurait 6 € Qj, absurde en raison
de I'indépendance Z,-linéaire de a1, ag restreints a ¥y,

3.2.5 - Théoréme (Sen). Soit d > 0 un entier.

(i) On a H'(%x.,,GL,(C)) = {1}.

(ii) Lapplication naturelle H'(T'x,GLy(Kw)) — HI(FK,GLd(R:O)) induite par Uinclusion GLy(Ks) C
GLd(I?;) est bijective.

Par conséquent, selon (2.2.8), les applications naturelles
H'(Tk,GLy(Kw)) — H'(Tg,GLy(Kw)) — H'(%%,GL4(C))

sont bijectives. En termes de représentations, toute C-représentation de %% apparait comme extension des
scalaires d’'une K., -représentation, unique a isomorphe prés.

On démontrera ces théorémes plus tard (3.5-3.7).

3.2.6 - Lemme. Soit E C K un sous-corps tel que K | E soit galoisienne finie. Si U : Gal(Kw/E) — GL;(Kx) est
un cocycle continu, il existe n tel que U prenne des valeurs dans GL;(K,,).

Démonstration. Soit S = {0,...,0,} un ensemble fini de générateurs topologiques de Gal(Kw/E) (on peut
par exemple prendre S égal a la réunion de {yo} et un ensemble (fini) de représentants de I'y = Gal(K/Kp)
dans Gal(K«/E)). Soit n tel que tous les U, € GL;(K,). La condition de cocycle montre que U, € GL;(K,)
pour o dans le sous-groupe engendré algébriquement par S'; alors il en est de méme pour tout o € Gal(Ko/E)
par continuité et la complétude de GL;(Kj). O

3.2.7 - Théoréme. Soit V € Rep(9x). Il existe un unique K, -sous-espace de dimension finie D de V sur lequel
Yx., agit trivialement tel que C ®x, D — V soit un isomorphisme de représentations de k. On le notera Dsen (V).

Onma plus précisément Dse, (V) = (V75 ),
Démonstration. Lexistence vient de la bijectivité de H'(I'x,GL;(Kw)) — H'(%x,GL4(C)).

Soit D un tel espace. Montrons que D = (V ¥~ ){, Identifions C ®%_ D et K ®k., D respectivement avec
leurs images dans V. On a K ®k. D = V= par (3.L1). Soit e = {¢;}; une K.-base de D. Selon (3.2.6), il
existe 7 € N tel que 'action de 'y s’écrive comme cocycle U : 'y — GL4(K,,).

Si x € D, les coordonnées de x en base e appartiennent & K., donc d un certain K,, avec m > n. Par
condition de cocycle, le K,,-sous-espace de Ko, ®k., D engendré par e contient x et est stable par I'g, tout en
étant de K-dimension finie. Donc x € (I/(:0 ®x. D).

Inversement, si x = Y, c;¢; € (Ko ®k. D)f avec ¢; € Ko, on a par semi-linéarité

y(x) = Y (Uy)iyy(cp)e
i.j

pour tout y € I'k. Les coeffcients )’ ;(Uy);;¥(c;) de y(x) dans la base e engendrent un K -sous-espace de K., de
dimension finie. Comme U, € GL;(Ky), les y(¢;) = Z,—(Uy_l)ﬂ 2.1(Uy)iry(¢;) engendrent un Kj,-sous-espace

— —f
de dimension finie de K. Donc ¢; € Ko, = Ko par (3.2.3), puis x € D, ce qui achéve la preuve. O
3.2.8 - Corollaire. Lassociation V + Dsen(V) définit un foncteur Dsen : Rep(9k) — Repy (I'k) qui commute

avec les sommes directes, le produit tensoriel, le Hom interne et le dual. Cest une équivalence des catégories de
quasi-inverse le foncteur Cx Q. (—).

Démonstration. Par unicite. |

3.2.9 - Remarque. Avec les notations de la preuve, si de plus U est a valeurs dans GL;(Ok,), on a D =
(V9= )0k~ En effet, si x € D, les coordonnées de x dans la base e appartiennent a un certain p~*Og,, avec
s € N, m > n. Par la condition de cocycle, le Ok, -sous-module de type fini engendré par p~*e contient x et est
stable par I'g.
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3.3 Opérateur de Sen

3.3.1 - Théoréme. Pour tout D € Repy (T'x), il existe un unique endomorphisme Ko, -linéaire ® = Op sur D tel
que pour tout x € D, il existe un sous-groupe ouvert I'y de I'x tel que

y(x) = exp(log ¥ (y) - ©)(x), Vy€T,. (3.3.L1)
On appellera ®p Popérateur de Sen associé a D.

3.3.2 - Remarque. Soit A un opérateur linéaire sur un K. -espace vectoriel de dimension finie. Uexponentielle
exp(cA) est bien définie lorsque v,(c) > 0. Pour cela, prenons une K. -base, dans laquelle la matrice de 4
est alors a coefficients dans une extension finie K, de Q,, pour laquelle 'exponentielle est bien définie par la
série usuelle si les coefficients sont de valuation suffisamment grande.

Le logarithme d’un élément 1+ mg est bien défini par la série bien connue. Le logarithme d’une matrice
dans Mat,(Ko) est bien défini et vérifie exp olog = id pour des matrices suffisamment proches de 1.

Démonstration. Montrons I'existence. Soit e une K.-base de D. L'action de I'y est décrite par un cocycle
U :Tx — GL;(K), dont 'image est contenue dans GL;(K,) pour un z € N (3.2.6). Quitte & augmenter z,
et en notant [, = Gal(K./K,) qui est un sous-groupe ouvert distingué de I'g, on peut supposer que :

(@) Ulr, : Ty = GL4(K,) est multiplicatif.

(b) v (U, —1) est uniformément suffisamment grande pour y € I';, de sorte que la série

(-1
log Uy, = ; ——(Uy =" € Maty(K,)
converge et donne un morphisme de groupes continu I', — Mat;(K,) (compte tenu de (a)), et que ’exponen-
tielle exp(log U, ) est bien définie et vaut U, pour y € I',.

(c) Lapplication log y (y) est bien définie et donne un morphisme de groupes injectif I', — Ok.

Il existe alors ®, € Maty(K,) telle que

log Uy, =log x (y) - O

pour tout y € yZ, donc pour tout y € I, par continuité et densité. On observe que ®, ne dépend pas du choix
de n > 0. Cela permet de voir que le Ko-endomorphisme sur D défini par ®, ne dépend pas de e; en effet,
si B € Maty(K), il existe un entier np tel que B € Maty(K,,), donc on a y(B) = B pour n > ng; d’aprés ce
qui précéde, pour z > O ety €I, ona

log (B™'U,y(B)) = log (B™'U,B) = B (log U,)B = log x (y) - B'@.B,

le premier logarithme étant bien défini. On note ® cet endomorphisme. Comme tout x € D se compléte en
une K.,-base de D, on en conclut existence de ©.

Montrons maintenant 'unicité. Remarquons que lorsque y — 1 mais y # 1, log x (y) — 0 mais n’est pas
zéro par l'infinitude de Im y. Donc, en prenant la dérivée de (3.3.1.1) en y = 1, on obtient

O(x) = lim Y¥ %

) 3.3.2.1
I'k>y—1 IOgX()/) ( )

d’ou Punicité. |

3.3.3 - Corollaire. Soit D € Repy (I'k).

(1) Lopérateur Op est I'g -équivariant.

(ii) Il existe une Koo-base e = {e;} de D par rapport a laquelle la matrice de © est d coefficients dans K. La
classe de similitude de cette matrice sur K est uniquement déterminée par D.

(iii) L'application naturelle Ko, ®x D'* — ker ©@p est bien définie et bijective.

Démonstration. (i) découle du fait que I'x est commutatif et de (3.3.2.1).

(ii) Soit e’ une K-base quelconque de D. Soit U le cocycle représentant 'action de I'g. Soit 7" la matrice
de Op. Pour tout y € Ik, la matrice de ®p oy (resp. y o Op) est alors T'U, (resp. U,y(T)). On en déduit par
(i) que y(T') est similaire & 7' pour tout . Les facteurs invariants de la matrice 7" sont alors fixés par I'g,
donc appartiennent a K!¥[X] = K[X]. Alors T est similaire a une matrice a coefficients dans K. Sa classe de
similitude sur K ne dépend que de ses facteurs invariants, donc est indépendante de la base choisie.
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(iii) Par (i), ker®p C D est une sous-représentation de I'x. Comme I, est d’indice fini dans 'y pour
x € D, on déduit de la définition (3.3.1.1) que toute I'x-orbite dans ker ®p est finie, autrement dit, 'action
de I'k est décrite par un cocycle de 'y & valeurs dans GL;(K«) ot Ko est muni de la topologie discréte.
Selon la descente galoisienne classique (2.3.2), cette action est triviale, on a un isomorphisme naturel de
K -représentations de I'x
Ko ®g (ker@D)rK — ker®p.

En remarquant que D' C ker ®p par la définition de ®p (3.3.1.1), on obtient D% = (ker ®p)'%. O

3.3.4. Notons .k, la catégorie des K -représentations de I'x munies d’un opérateur K.-linéaire I'g-
équivariant, les morphismes étant les applications K. -linéaires commutant aux opérateurs dessus.

3.3.5 - Corollaire. Lassociation D +— (D,®) définit un foncteur Repy (I'x) — Fk,. Soient Dy, Dy €
Repy (I'k).

(l) On a ®D1@D2 = ®Dl (&) ®D2, ®D1®D2 = ®D1 R1+1® ®D2 et ®H0me (D1.Dy) (f) = ®D2 o f - f o ®D1 pour
f € Home (Dl,DQ).

(ii) L'application naturelle K, -linéaire

Ko ®k Hompep, (rg) (D1, D2) — Homg, ((D1,0p,),(D2,0p,))

est bijective.
(iii) Pour que Dy, Dy soient isomorphes dans Repy (I'x), il faut et il suffit que (D),®p,), (Dy,®p,) soient
isomorphes dans k..

Démonstration. La fonctorialité et le (i) résultent de (3.3.2.1). Puis on obtient (ii) en appliquant (3.3.3, iii) a
D = Homg,_ (Dy,D9). Pour (iii), il suffit de montrer la suffisance : grace a (ii), on peut la reformuler comme un cas
particulier du lemme général suivant avec F = K, F’' = Ko, F™ ~ HomReme(pK) (D, Dy) et P(Xy,...,Xp) =
det(Y; Xif;) € Keo[Xi,...,Xn], ot {f;}; est une K-base de D et le déterminant est pris par rapport  un choix
fixé de bases de D, Ds.

3.3.5.1 - Lemme. Soit F'/F une extension de corps avec F infini. Soit P un polynome en m variables a coefficients
dans F’. Si P nest pas identiquement nul sur F'™, il en est de méme sur F™.

Ce lemme se démontre par récurrence sur le nombre de variables m, le cas m =1 résultant du fait qu'un
polynéme non nul en une variable n’a qu'un nombre fini de racines sur un corps. O

3.3.6 - Remarque. (i) Soit V' € Reps(¥k). On note Oy aussi l'opérateur défini comme extension par des scalaires
de lopérateur de Sen associé a Dse,(V), il est C-linéaire ¥k -équivariant.

Si V = C(n) avec n € Z, alors ©®p = n. On en déduit que V' est de Hodge-Tate si et seulement si @y
est semi-simple et si ses valeurs propres sont tous des entiers. Ses poids de Hodge-Tate sont alors ces valeurs
propres (comptées avec multiplicité). Pour cette raison, si V' est générale, on appelle les poids de Hodge-Tate
généralisés de V les valeurs propres de Oy .

(ii) Les résultats ci-dessus restent vrais si 'on suppose plus généralement que K est un corps local de
caractéristique 0 & corps résiduel parfait de caractéristique p > 0.

3.3.7. Invariance de O par rapport i une extension finiment ramifiée. Soit L/K une extension algébrique.
Soient Lo, = LKy, et Lo, = LKy, (& ne pas confondre avec Z;)

Le groupe ¥ est identifié au sous-groupe ¥, de ¥x. Soit V' une C-représentation de ¥k avec l'opérateur
de Sen @x. On note V) la restriction de cette représentation au sous-groupe % sur le méme espace V, et
on note ®; l'opérateur de Sen correspondant. Montrons que @g = @7 sur V.

Notons Vi, = Dsen (V') par rapport & K/ K, et VP = Dgen(V) par rapport d Lo/L.OnaVs, c VP par
(3.2.7). Lapplication naturelle Gal(zm/ Z) ~ Gal(Lo /L) — Gal(K./K) est injective, continue et fermée, ayant
pour image Gal(Ko /Ko N L).

Supposons maintenant que L/K soit une extension finiment ramifiée. Comme K. /K est potentiellement
totalement ramifiée, intersection K., N L est alors une extension finie de K. Donc Gal(zoo/Z) ~ Gal(Ko /Koo N
L) est un sous-groupe ouvert de Gal(K./K). Alors, par la caractérisation (3.3.2.1) de 'opérateur de Sen, on
déduit que O et O coincident sur V. Mais comme ils sont tous les deux C-linéaires et que Vi contient une

C-base de V, on a Og = O7.
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3.3.8. Variation de O par rapport au changement de caractére. Soit y’ : ¥x — O} un autre caractére
continu infiniment ramifié, dont I'image contient un sous-groupe ouvert isomorphe a Z,. On a [log x'] =
[log x| € H(%x,C) pour un 6 = 6(y,x’) € K (3.2.1), qui est unique méme si l'on remplace K par une
extension finie de K. Soit V' € Rep(¥k). Soient © et @ ses opérateurs de Sen respectivement par rapport
aux caractéres y et y’. Montrons que © = 6@’.
Il existe ¢ € C tel que
o(¢c)—c=logy’ (o) —0log y (o)

pour tout o € 9. Quitte a remplacer K par une extension finie plus large, on peut rendre Ag(c) =
inf ey v[,(a'(c) - c) suffisamment grand. Comme il existe 6 € K = C tel que vp(c—06) 2 Ag(c)—p/(p - 1)?
(resp. vp(c — ) > 0 si Ag(c) = 0) par (3.11), quitte & remplacer ¢ par ¢ — ¢, on peut supposer v,(c) est
suffisamment grand.

Prenons une C-base de V, notée €’, constituée de vecteurs ¢; fixés par ker y’ et K-finis, telle que ®” est
donné par une matrice @, € Maty(K). Quitte a agrandir K (qui ne change pas les opérateurs de Sen), on peut
supposer que

(a) 5(¢) > 0 de sorte que I'exponentielle exp(c®,,) soit bien définie,

(b) action de o~ € ¥ est donnée par le cocycle U, = exp(log x'(y) - ©,,).

Alors on a U} = exp((6log x (o) + (0 —1)(¢))OL) = exp(—cBL,) exp(6log x (0)®.,) exp(c(c)®.,). Considé-

rons la C-base e =e¢’N ou N = exp(c@é,). Alors sous cette base P'action de ¥k est décrite par le cocycle
U, = N"'Ulo(N) = exp(log x (o) - 60),).

Pour conclure ® = 60’ par l'unicité (3.3.1), il faut vérifier que e est constituée de vecteurs fixés par ker y et
K-finis : on le voit par la formule précédente, en se rappelant que log y (0),6 et ®,, sont a valeurs dans K.

3.3.9. Classification des C-représentations. L'équivalence Reps(¥4x) ~ Repy (I'x) combinée avec (3.3.3)
et (3.3.5) permet de transformer une C-représentation de ¥x en un objet linéaire sur X.

En effet, soient V' € Rep(¥k) de dimension d et ®y son opérateur de Sen. Soit e une K..-base de Vi,
telle que la matrice ®p, de Oy soit a coefficients dans K (3.3.3, ii). Bien que ®y, dépende de la base choisie,
sa classe de conjugaison dans Mat;(KX) est uniquement déterminée par la classe d’isomorphisme de V' (3.3.3),
et détermine celle-ci (3.3.5, iii).

3.3.10. On voudrait connaitre les classes de conjugaison des matrices (carrées) sur K venant d’une C-
représentation de ¥x. Soit C(K) Tensemble des sous-ensembles A C K, ou A est fini, stable et transitif
sous ¥, autrement dit, 4 est 'ensemble des racines d’un certain polynome irréductible non nul sur X.

Notons /(1) le bloc de Jordan de taille m de valeur propre A. Soit Z,(0;d) la Z,-représentation de ¥k
ol o agit par la matrice exp (log x (g) - J4(0)), bien définie car J;(0) est nilpotente. Une autre description
est Zy(0;d) = Zy[log t]<4-1, 'ensemble des polynomes en la variable log ¢ a coefficients dans Z, de degré
au plus d — 1, Paction étant donnée par o (log¢) = log x (g) +log ¢. La matrice de ﬁg[ dans la base usuelle
est J7(0). Ainsi, toutes les matrices nilpotentes viennent d’une C-représentation, plus particuliérement d’une
Z,-représentation.

3.3.11 - Proposition. Soient V € Repn(9k), Oy son opérateur de Sen et f € K[X] son polynome caractéristique
et m € K[X] son polynome minimal.

(i) Si f est irréductible, V est simple.

(i3) Si V est simple, [ est une puissance de m, qui est irréductible, et la classe d’isomorphisme de V' est uniquement
déterminée par m (autrement dit, par Uensemble de ses valeurs propres).

(iii) Si V est indécomposable, m est une puissance d’un polynome irréductible.

Démonstration. (i) Si V n’est pas simple, le polynéme caratéristique d’une sous-représentation de V est un
facteur non trivial de f, donc f n’est pas irréductible.

(ii) Si V' est simple, m est irréductible dans K[X], sinon un facteur non trivial my de m dans K[X]
donnerait une sous-représentation non triviale ker mo(®y). De plus, soit V' € Reps(¥k) avec l'opérateur de
Sen @y-. Soit £’ son polynome caractéristique ot m’ = m est son polynome minimal. On a f = m® et ' = m*.

Comme m est irréductible, les facteurs invariants de @y sont m,. .., m (s fois), et ceux de Oy sont m,...,m (s’
fois). Donc ©F° =~ ©F7, puis V& =~ V’'® dou V =~ V' puisqu’elles sont simples.

(iif) Si f posséde deux facteurs irréductibles, on peut décomposer f = gh avec g,k € K[X] non triviaux
premiers entre eux. Alors V' = ker g(0y)@ker £(0Oy) est une décomposition non triviale de représentations. O
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3.3.12. Lensemble des poids de Hodge-Tate généralisés d’'une V' € Repn(¥k) est une réunion disjointe d’en-

sembles 4; € C(K) (comptés avec multiplicité). Si de plus ¥ est semi-simple, la classe d’isomorphisme de V
(en particulier sa dimension) est déterminée par ces ensembles 4;.

Réciproquement, on peut construire une représentation simple C[4] € Reps(¥%) dont I'ensemble des
poids de Hodge-Tate généralisés est 4 [Fon04]. On peut alors prendre C[4; d] = C[4]®z,Z;(0;d) € Repg(Yk)
pour fabriquer des représentations indécomposables non-semi-simples. Le théoréme suivant [Fon04, Thm. 2.14]
dit que nous obtenons ainsi toutes les C-représentations de dimension finie de ¥k a équivalence prés.

3.3.13 - Théoréme (Fontaine). Soit V' € Rep(¥9k).
(i) Pour que V' soit simple, il faut et il suffit qu’il existe A € C(K) tel que V ~ C[A].
(ii) Pour que V' soit indécomposable, il faut et il suffit qu’il existe A € C(K) et d € N* tels que V ~ C[4; d].
(iii) Il existe des entiers naturels (hAsd(V))AeC(E),deN* presque tous nuls, uniquement déterminés, tels que V. ~

@AEC(f),deN* Cl4; d]hA,d(V)‘

3.4 Représentations C-admissibles

3.4.1 - Théoréme. Soit p : Y5 — Autq, (V') une Qy-représentation de Y. Alors V est C-admissible si et seulement
si Uimage du groupe d’inertie p(Ix) est finie.

Démonstration. D’aprés I'invariance de I'opérateur de Sen par rapport a une extension finiment ramifiée, on
peut supposer K a corps résiduel algébriquement clos (donc L/K est totalement ramifiée) en substituant K**" a

. . . —kerp ;
K, et la suffisance est claire car on peut de plus remplacer K par son extension finie K découpée par p.
On est ramené a montrer le résultat suivant. O

3.4.2 - Proposition. Soit K un corps local p-adique @ corps résiduel algébriquement clos. Soit V € Repg, (9x).
Notons p : 9x — Autq, (V) son action. Si V' est C-admissible, alors p(Yx) est fini.

On dispose du lemme technique suivant [Sen73, Lem. 3] qui servira 4 faire des approximations. Conservons
les notations de (3.4.2). Fixons une Q,-base de V' et écrivons p : ¥x — GL4(Qy) ou d = dimg, V. Soit L/K
P’extension découpée par p, qui est totalement ramifiée. Son groupe de Galois G = Gal(L/K), identifié & p(¥x)
via le quotient p de p, est un sous-groupe de Lie p-adique compact de GL;(Q,). Posons

Gln]={ge€G:uy(p(g) -1) 2n}, n>1

C’est une filtration de Lie de p(G) (par des sous-groupes d’indice fini) au sens de [Sen73, §3, p.162] (qui renvoie
lui-méme a [Laz65]) : il existe un Z,-module libre g C Maty(Z,) tel que [g,8] C Qg et G[n] = exp (p"g) pour
n suffisamment grand.

Si H est un sous-ensemble de G et si f : H — C est une application, on notera v,(f) = infycz v, (f ().
Rappelons que pour x € C, on a 'application cobord dx : G — C, g — g(x) — x.

3.4.3 - Lemme. Soient L, G et {G[n]},>1 définis comme ci-dessus. Il existe une constante cg; > 0 telle que pour
tout n > 1, toute application continue A : G[n] — Qy et tout x € L, on a

I)p(/l) > Up(/l - 6x) — CFjl-

Nous renvoyons a [Sen73, Lem. 3] ou [FO08, 3.3.2] pour la preuve. Elle est trés technique et se base sur
le théoréme de Filtration de Sen [Sen72, §4, Thm.] ainsi qu'une étude de la ramification qui donne le résultat
suivant [Sen73, §4, Lem. 4.0] ressemblant (1.8.5) : si on pose K, = LG et

x, = inf{x > 0:Vt > x, Gal(K,/K)" = {1}}
pour z > 1, alors on a x,4 = %, + ex pour n suffisamment grand.

Démonstration de (3.4.2). Soit N > 1 suffisamment grand tel que p(G[N]) soit contenu dans un voisinage
suffisamment petit de 1, de sorte que log p(g) € Maty(Z,) est bien défini et son exponentielle vaut p(g) pour
tout g € G[N]. Il suffit de montrer que G[N] = {1}.

Comme V est C-admissible, il existe B € GL4(C) telle que p(0) = B~'o"(B) pour tout o € k. Alors
B € GL,(CkerP) = GLd(Z) et puis p(g) = B~ g(B) pour tout g € G. Quitte & multiplier B par une puissance
de p, on peut supposer que B € Mat;(O7).
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Soit n > N suffisamment grand. Pour g € G[n], on a v,(g(B) — B) > n. D’aprés (3.L1), il existe
B, € GL4(Ok,) telle que v,(B — B,) > n— 2(> vﬁ(B)). Pour g € G[n], on a aussi logp(g) € p"Mat;(Z,) et
p(g) =1+1logp(g) (mod p**), donc

¢(B) = B+ Blogp(g) (mod™) = B + B, log 5(g) (modp*~?)
U[,(logﬁ(g) — ¢(B;'B) + B,;IB) > 9n—92+0,(B,') = 2n - 2+ 0,(B7Y).
En appliquant (3.4.3) & chaque coefficient de log p(g), on obtient
v,(logp(g)) > 2n — 2+ 0y(B™") — ey

pour tout g € G[n]. Maintenant, si g € G[N], on a gﬁ"w € G[n], puis logp(g) = pﬂ%N logﬁ(gl’"w) et donc

v,(logp(g)) = n—2+0,(B™) — e + N.
On en tire logp(g) = 0 pour g € G[N], donc G[N] = {1}. O

3.5 Descente presque étale

3.5.1 - Théoréme. (i) On a H (Yx_,GL4(C)) = 1.
(ii) Pour tout cocycle U : 9k, — GL4(Oc), il existe M /Ky une extension galoisienne finie et une matrice
B € GL,(Oc) telles que B U, (B) =1 pour tout o € Gyy.

La démonstration, notamment ’étape (3.5.4), se base essentiellement sur le résultat de Tate (1.8.4).
Si f : 9k, — Mat;(C) est une application, on notera v,(f) = infyeq 2, (f (g)).

3.5.2 - Lemme. Soit A un sous-corps fermé de C. Soit A € Maty(A). Si vy(A—1) > 0 alors A € GLy(Oy) et
A7 = 31— 4)

Démonstration. On a vy(A) > min{v,(4 —1),2,(1)} = 0 donc 4 € Mat;(O,). Dailleurs, la série 3,75 (1 - 4)*
converge dans Mat;(Oa) par complétude et sa limite P vérifie AP = lim, 4 Z:‘;&(I—A)i =lim, (1-(1-4)") =1,
donc P = A7! puis 4 € GLy(O,). O

3.5.3 - Lemme. Soit U : 9k, — GL;(C) une application continue. Pour tout r > 0, il existe une extension finie
M /K telle que infr e, v,(Ur —1) 2 7.

Démonstration. Lensemble {4 € GL4(C) : v5(A —1) > r} est un ouvert de GL;(C). Son image réciproque
par U, contenant ’élément neutre de ¥k, , contient donc un sous-groupe ouvert qui, selon la définition de la

topologie sur ¥k, et la correspondance de Galois, est de la forme %) avec M une extension galoisienne finie
de K. O

3.5.4 - Lemme. Soit U : 9x,, — GL4(C) un cocycle continu tel que inf; e v, (Ur —1) = x > 0. Soient € € (0,x),
N > 0. Alors il existe une matrice B € GL;(Oc) telle que pour tout o € 9x.,, on ait

0,(B'Uya(B)-1) >N et v,(B-1)>x-e

Démonstration. Soit M /K. une extension galoisienne finie telle que infrcg), v,(Ur —1) > N + € (3.5.3). Soit
a € M tel que Try /g, (@) =1et vy(a) > —€ (1.8.4).
Soit 7" un systéme de représentants de ¢ dans ¥k, . Posons

B= Z T(a)U;.

tel

Pour 0 € ¥, on a
Uro(B) = ). or(@)Upo(Ur) = ) 0()Ups
el el

ou l'on a utilisé la condition de cocycle sur U. Pour chaque 7 € T, il existe uniques 7" € T', 0’ € ¥y tels que
ot =71'0’. Lorsque 7 parcourt 7', les 7’ forment une permutation de 7". On a alors o7(@) = v/(@) car @ € M
est fixé par o’. En utilisant de plus } /o7 7'(a) = Try k., (@) =1, on obtient

Uro(B) =B =) 7(a)(Uro = Ur) = " () Ur (' (Upr) = 1)

7'el el
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qui est de valuation

0p(Usor(B) —B) > inf  0,(7"(Uy — 1)) +vy() = (r/iél(; 0p(Uyr —1) + 0p(a) = N.
M

7el, o’ €4y

Par ailleurs, on a v, (B —1) > infreq  0,(Ur —1) +05(@) 2 x — € > 0, donc B € GL;(Oc) (3.5.2) et on obtient
v/,(B‘lU(TO'(B) —1) = N pour tout o € %,.. O

3.5.5 - Lemme. Soit U : 9x,, — GL4(Oc) un cocycle continu tel que infrcqy  v,(Ur —1) > 0. Alors il existe une
matrice B € GLy(Oc) telle que B™'U, 0 (B) =1 pour tout o € Y.

Démonstration. Notons x = infreqs,  0,(Ur —1). Soit € € (0,x). En appliquant (3.5.4) inductivement, on obtient
B, € GL;(Oc¢), n > 1telles que

0,((Bi-+By) 'Uyo(Bi-+ B,) —1) > (n+Dx et v,(B,—1)>nx—e
pour tout o € k. Alors on a

0p(By+ By — By By) 2 0p(Byy1 —1) 2 nx — €
9p((Bi-+ - Bus)) ™ = (Bi--- By) ™) 2 0p(1 = Byy)) 2 nx — €.
Donc B; - - B, forme une suite de Cauchy et converge vers une matrice B € GL;(O¢) dont l'inverse est la

limite de (B ---B,)~". On obtient alors vp(B=1)=0y(Bi—1) 2x—€etu, (B7'U,0(B) — 1) = +c0 pour tout
oeY,. |

Démonstration de (3.5.7). Soit U : 9k, — GL4(C) un cocycle continu. Il existe d’aprés (3.5.3) et (3.5.5) une
extension galoisienne finie M /K., telle que la classe de U dans H'(%);,GLy(C)) (resp. H(43,GL4(Oc))) soit
triviale. Le (ii) en découle. Considérons la suite exacte

1 — H'(Gal(M/K.),GLy(C%)) — H'(9.,GLy(C)) — H'(%,GL4(C))

Comme on a C¥ = if (3.11) et H'(Gal(M /K),GL, (112)) = {1} (2.3.3), la classe de U dans H'(%._,,GL4(C))

est aussi triviale. |

3.5.6 - Théoréme. (i) Si W € Rep(%k..), on a H (9%, W) = 0.
(i) Si W € Repy, (¥x..), on a mg H' (G, W) = 0.

Dans le (i) (resp. (ii)), fixons un isomorphisme W =~ C? (resp. W =~ Oé), via lequel on définit une valuation
sur W par vy((x;)1<i<q) = min{vy(x;) : 1 < i < d}. Uaction de ¥, sur W est décrite par un cocycle continu
U : 9, — GL4(C). Par la compacité de ¥, , il existe une constante ¢y > 0 telle que v, (0 (w)) > v,(w) — oy
pour tous o € Y, w e W.

Si f: 9, — W est un cocycle, on notera v, (f) = infycq vy(fy).

3.5.7 - Lemme. Soient W € Rep(9k,,) et [ : Gk, — W un cocycle continu. Soit € > 0. Il existe c € W tel que
lon ait f = dc et vy(c) 2 vy(f) — €.

Démonstration. Soient €, N > 0. Par continuité, il existe une extension M /K galoisienne finie telle que
0p(flay) 2 N+ cw + € (¢f (3.5.3)). Soit @ € M tel que vy() 2 —€, Tryy k., (@) = 1. Posons

b=> t(@)fi

tel

avec T un systéme de représentants de ¥k, /%y . Pour tout o € ¥, on a

foro®)=b= ) ()7 (f)

el

avec 0’ € ¥y dépendant de 77, sa valuation est
vy (fo +0(b) —b) > T'eTfl;fegM vp(‘r'(fg/)) +0p(@) 2 0p(fley) —cw —€ > N.

Comme on a aussi v,(b) > vy(f) — €, on obtient donc un analogue de (3.5.4). Par approximation successive

(¢f (3.5.5)), on obtient (3.5.7). O
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Démonstration de (3.5.6). Le (i) découle de (3.5.7).

Pour le (ii), soient f : ¥k, — W un cocycle continu et x € mg,_ . En appliquant (3.5.7) 4 C ®p, W €
Repc(9k.,) et € = vy(x) > 0, il existe ¢ € C®p, W tel que f = dc et v,(¢c) > vy(f) — €. Alors xf = d(xc) et
vp(xc) 2 v,(f) 2 0. Donc x¢c € W et la classe de xf dans HY(Yx_,W) est triviale. O

3.5.8 - Remarque. Dans la preuve de (3.5.6), on n’a plus besoin d’inverser 4 multiplicativement comme inverser
B dans la preuve de (3.5.1), donc on n’a plus besoin de (3.5.2) et (3.5.3) pour passer a une extension finie M /K
telle que les conditions sur la valuation de (3.5.4) et (3.5.5) soient satisfaites.

3.6 Traces de Tate normalisées

3.6.1. Pour tout » € N, définissons la trace normalisée R, : Koo — K, par R,(x) = I% Trg, /x, (%) six € Ky,
m-—n

qui est indépendant du choix de K,, par transitivité de la trace et 'égalité [K, : K,] = p
R, est K,-linéaire et I'g-équivariante (1.5.1).

. Il est clair que

3.6.2 - Lemme. 1] existe une constante ¢ > 0 telle que vy (R, (%)) 2 vp(x) — p~"c pour tous x € Koo, n € N
Démonstration. Par transitivité de la trace et (1.8.8). O

3.6.3 - Proposition. Lapplication R, sétend uniquement en une application R, : Koy — K.
(i) Lapplication R, est K,-linéaire et T'g -équivariante.
(ii) La restriction EIK" est identité. Pour m > n, on a i{; o E = E ) R\m = E
(iii) Pour tous x € Ko,neN, ona v,,(ﬁ\,,(x)/)\z vyp(x) — p~"¢ avec ¢ la constante de (3.6.2).

(iv) On a lim; o I/{;(x) = x pour tout x € K.

Démonstration. Lexistence et Punicité de R, ainsi que le (iii) résultent de (3.6.2). Les (i) et (ii) sont vrais pour R,,

donc aussi pour R, par continuité. Le (iv) est vrai si x € K., donc reste vrai pour x € K par I'équicontinuité
uniforme de {R,},en montrée par (iii). O

3.6.4 - Lemme. Pourx € Kyy1, on a vp(x — Ry(x)) > v,((1—y,)(x)) — L

Démonstration. On a
p-1 p-1
px = Tr e, (0) = D (2= 7h(x) = D 1+ + 75D (1= 7) ().
i=0 i=1

Donc on obtient v, (px — pR,(x)) = v, (px — Trk,,,/k, (%)) = 0p((1 = ya)(x)), d'out le résultat. O
3.6.5 - Proposition. Soit ¢ > 0 la constante dans (3.6.2). Pour tous x € Ko,neN ona
vp(x — l/{\,,(x)) > 0y ((1—ya) (1) —1-p7"(1 —pHle.
Démonstration. Montrons par récurrence sur m > n que pour x € K,, on a
0p(x = Ru(%)) > 0p(1=y) (%)) = 1= (p" +p~ " 4o 4 p=m g, (*)

Le cas m = n est évident. Supposons que (%) soit valide pour un certain m > n. Pour x € K4, on a
m—n

x — Ry(x) = x = Ry(x) + Rpy(x) — Ry(x) = (v — Rm(x)) + (Rn(x) — RyRu(x)). D’une part, on a y,, = y‘Z ,

donc par le lemme précédent
0p(% — R (%)) = 0,((1=ym) (%)) — 1
=op((L+yu+- 4y D=7 (x) -1
> 2, ((1=ya)(x)) =1
D’autre part, comme R, (x) € K, on obtient par I'’hypothése de récurrence et (3.6.3)
05 (R (%) = RuRn (%)) 2 05 (1= yu) R (%)) = 1= (p7" + p~ " 4o 4 p=(m Dy,
= 0p(Rn(1=ya) () 1= (p7" +p~ "D o p= "D
>0y (L= ya) (%)) = p e = 1= (p" +p "V g p=(m D)

En combinant ces deux estimations, on a montré (x) pour m+1. On obtient alors le résultat voulu pour x € K.
On en conclut par continuité. |
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3.6.6 - Proposition. Posons X, = ker R, pour n € N.
(i) On a la décomposition Ko = K, ® X, en tant qu'espaces de Banach.
(i) Lopérateur bornéy, — 1 s‘annule sur K, et est inversible sur X,,. Plus précisément, on a

2p(x) < 0y (1= y2) (%)) < vy(x) + ¢y

pour tout x € X, otk ¢, =1+ p~(1— p~™)"\¢c avec ¢ la constante de (3.6.2).
(iii) Soit A € 1+ mg. Si A n’est pas une racine de l'unité, alors y, — A est inversible sur K.

Démonstration. (i) résulte du fait que R, est un projecteur continu vers K, de noyau X,.

(ii) I1 suffit de montrer 'inégalité a droite. Pour cela, il suffit de remarquer que pour x € X,, on a
x=x—R,(x), et d’appliquer ensuite (3.6.5).

(iii) Selon (3.6.3, i), I/i\n commute avec y, — 4, donc y, — A préserve K, et X,,. La restriction de y, — 1 a K,
est la multiplication par 1-A # 0, qui est inversible. Considérons alors y, =1 = (y, —1) = (1 —1). Comme y, —1
est inversible sur X, il suffit de montrer que 1 — (1 —1)(y, — 1)7! est inversible sur X ; il suffit que lopérateur
(A =1)(y, —1)7" soit strictement contractant par rapport a la norme || - | = ¢7%(), par exemple dans le cas ou

0,(A=1) 21+p"(1-pHle

Ainsi, si A vérifie cette inégalité, y, — A est inversible sur X,, donc aussi sur K. Dans le cas général, il
existe 7 € N tel que A’ = A?" vérifie I'inégalité ci-dessus avec n’ = n + r. Comme A n’est pas une racine de
'unité, on a A" # 1. Alors y{ir — A" =y, — A’ est inversible sur K., d’aprés ce qui précéde. Etant un facteur de
cet opérateur, vy, — A est aussi inversible sur Ke. O

Démonstration de (3.2.7). Soit 1 : 9x — O un caractére continu dont I'image contient un sous-groupe ouvert
isomorphe a Z,. Pour ne pas confondre avec la notation K., déja utilisée, soit K;,/K une extension infiniment
ramifiée vérifiant (Z,-Ext) telle que 9k, C kern. Soient 'y, K| et v définis & partir de K, suivant (1.8.1). On
précisera le choix de K/, dans les deux cas ci-dessous.

Remarquons d’abord que C(n)gKéo = K (n) = I?Zo(n) par (3.11). On a alors

H"(9x,C(n)) = H (T, KL (7)) = H®(Gal(KL/K]), KL (7)) S &/ 5.

Comme on a H' (% ,C(17)) = 0 (3.5.6) , I'inflation H(T ,I’{Z,(n)) — HY(%9k,C(n)) est bijective. Par (2.2.8),
on obtient alors

H'(9x.C(n)) = H'(Gal(K[,/K}). KL (1)) K0/
Selon (2.2.4), on a
HO(Gal(KL /K}). KL () = kex (KL () "5 Kon) ~ ker(RL 'S KZ)
H'(Gal(K.,/K}). KL (n) — KL(n)/(vg - DKL (p) = KL/ (v; — V)KL

oud = )7(7(’)_1). On calculera ces derniers (K -espaces vectoriels).

—ki n n
Cas ou 7(Ig) est infini. Prenons K = K " Comme lim, y(’)p =1, on a lim,n(y))? =1 par

continuité, donc 7(y)) € 1+ mg. L'image de n étant infinie (car elle contient un sous-groupe isomorphe
a Zy), A n’est pas une racine de l'unité. La bijectivité¢ de yj — 4 (3.6.6, iii) implique alors la trivialité¢ de
H'(Gal(KL/K}).KL(n)), i = 0,1

Cas ou 77(Ik) est fini. Alors C(77) =~ C en tant que C-représentations de ¥ par (2.5.2, i). On est ramené
alors au cas ou le caractére 7 est ¢rivial.

Quant au H 0 C’est un cas particulier du théoréme d’Ax-Sen-Tate (3.L1). Pour calculer H 1 soit y le
caractére fixé au début du chapitre et prenons K/, = K. La décomposition K. = Ky ® X, étant -
équivariante, on a

H'(Gal(Kw/K), Ke) = H'(Gal(Kw/Ko), Ko) & H' (Gal(Kw/Ko), Xo)
Comme yg — 1 s’annule sur Kj et est bijectif sur Xy, on déduit

H'(Gal(Kw/Ko), Koo) ~ Hom,,y (Gal(Kw/Ko), Ko) = Ko log x ~ Ko
ou les isomorphismes sont Gal(Kj/K)-équivariants. On en déduit au final

H'(%x.C) ~ H'(Tg.K,) =~ Klog y ~ K. o
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Démonstration de (3.2.3). En remplagant K par Ky et W par KoW, on peut supposer que Ko /K est une Z,-
extension totalement ramifiée avec un générateur topologique yo de I'k.

On pourra remplacer K par une extension finie quelconque L de K. En effet, considérons L. /L et
LW C Ly un L-sous-espace de dimension finie stable par Gal(Lo/L). Si LW C L, alors on aura W C
Ko Lo = K.

Par la K -finitude, application K -linéaire y|p est annulée par son polynéme minimal P(X) € K[X]. Soit
L le corps de décomposition de P(X) sur K. Quitte & remplacer L par un certain L,, comme dans (la preuve
de) (1.4.2), on peut supposer que L N Ko, = K, avec n € N. Soit y un générateur topologique de Gal(Lw/L)

tel que son image dans 'k soit 7{;”. Alors le polynome minimal de y|.w dans L[X] est égal au polynome

minimal de y{; |k, w dans K,[X], qui divise le polynéme minimal de y{; lw dans K[X]. Les valeurs propres
de y’'|Lw sont alors des puissances p"-iémes de racines de P(X), qui appartiennent bien & L. On est donc
ramené au cas ou toutes les valeurs propres de yo|w sont toutes contenues dans K.

Soit A € K une valeur propre de g et soit w € W un vecteur propre associé. Comme lim, ygr =1
dans I', on a lim,_, A7 =1 dans I/{;, donc 4 € 1+ mg. Comme yy — A n’est pas injectif sur K, 4 est une
racine p”-iéme de l'unité par (3.6.6, iii). Donc, quitte & remplacer K par un certain K, et yy par yg", on peut
supposer toutes les valeurs propres de yo|w sont L

Alors yolw — 1 est nilpotent. Mais comme (3.6.6) Koo = K ® Xo avec yo — 1 : X9 — Xp bijectif et
vo—1: K — K nul, on conclut W C Ky C K. O

3.7 Décomplétion

On utilisera les décompositions I’{; = K, ® X, et l'inversibilité de y, — 1 sur X, pour descendre de I?; a
U K, = K« par une procédure appelée « décomplétion ».

3.7.1 - Théoréme. Soit E C K un sous-corps tel que K | E soit galoisienne finie. Les applications
H'(Gal(Kw/E),GLy(Kw)) — H'(Gal(Kw/E),GLy(Kw))
H'(Gal(Kw/E),GL;(Ox.)) — Hl(Gal(Koo/E),GLd(O@))
induites respectivement par les inclusions GLy(K) C GL,;(I?;), GL4(Og,) C GLd(Oi{;) sont bijectives.
Ici Gal(K«/E) pourrait étre non abélien.

Démonstration. Injectivité. Soient U,U’ : Gal(Kw/E) — GL;j(K) (resp. GLy(Ok,,)) deux cocycles continus
et B € GL4(Kw) (resp. B € GL4(Ox)) tel que Uy = B'U,0(B) pour tout o € Gal(K./E). On peut supposer
par (3.2.6) que U, U’ prennent des valeurs dans un certain GL;(K,). Alors les coefficients de B engendrent un

K,-sous-espace de K., de dimension finie stable par I'x et ce sous-espace est contenu dans K (3.2.3), donc
B e GL;(K) (resp. B € GLd(OKm)). m}

3.7.2 - Lemme. Soit ¢, comme dans (3.6.6, ii) et soit 6 > 0. Soient A € GLd(Oi{;) et R € GL;(K,) telles que
vp(A=1) 2 2¢,+6, et v,(A-R) > 4c, +0.
Alors il existe B € GLy(Og) et R € GL4(K,) telles que A" = B7'Ay,(B) vérifie
vp(A" 1) 2 2¢,+6, v(A"=R') 2 0p(A=R)+6 et vp(B—1) 2= 0,(A~R)—2c,.

Démonstration. D’aprés (3.6.6), on peut écrire 4 = R’ + (y, — 1)(S) avec R’ € Maty(K,) et S € Maty(X,).
Montrons que B =1—-S et R’ nous conviennent.
D’abord, la matrice B (resp. R’) appartient & GL;(Og) (resp. GL4(K,)). En effet, par (3.6.6, ii), on a

9(A=R) =0y (R" = R+ (v, — 1)(9))
< 0p((ya — DR = R) + (7, — D*())
2y ((va = D*(8)) < 2p(S) + 24,

puis par hypothése
0p(S)

\%

9)(A—R) =2, > 26, +6 > 0. (3.7.2.)

27



Donc B =1-8 € GL;(Og) par (3.5.2). On a aussi
vp(R" —1) > min{v,(4 —1),0,(8)} = 2¢, +6 > 0,

d’'ou R’ € GL4(K,) par (3.5.2).
Ensuite, en tenant compte de (3.7.2.1) et de la définition de R’ et S, on obtient

A =B y,(B) = (D, )1+ A-D(1-7.(S))
=R+ [?)l, > UI,(A —R) +6]

ou [v, > *] signifie le reste de valuation > . On vérifie finalement que v,(A4’ —1) > min{v, (R’ —1),v,(4 -
R) + 8} = 2¢, + 6, ce qui permet de conclure. O

3.7.3 - Lemme. Soit ¢, comme dans (3.6.6, ii). Soit 5§ > 0. Soit A € GL,;(OKADO) telle que vy (A —1) 2 4cy +6. Alors
il existe B € GLd(OI;;) telle que A’ = B~ Ay, (B) appartienne @ GLy(Ok,).

Démonstration. De fagon similaire que dans la preuve de (3.5.5), en appliquant (3.7.2) inductivement (& partir
de R = 1), on obtient By, R, € GL;(Og), n > 1 telles que 4, = (B; - -B,)'Ay, (B, - - - B,) vérifient

vp(A,, 1) > 2¢, +6, 0p(An — Ry) 2 4en+(n+1)0 et vy(By —1) 2 2¢, + nd.

Le produit By - - - B, converge alors vers une matrice B € GL;(Og) dont I'inverse est la limite de (B; - - - B)L.
Donc A’ = B'4y,(B) = lim A, = limR, € GL4(Og) NMaty(K,) = GL4(Ok,) par la deuxiéme estimation
et la complétude de K,. O

Démonstration de (3.7.1). Surjectivité. Soit U : Gal(Ko/E) — GLg (I’{;) un cocycle continu. Comme
lim, 100 ¥» = 1, il existe n € N tel que 4 = U, vérifie la condition de (3.7.3), donc il existe B € GLq4(Of-) telle
que le cocycle U = B7'U, o (B) vérifie U,, € GL4(Ok,). Donc U/ € GL4(Ok,) pour tout 7 € Gal(Kw/Ky)
par continuité et la condition de cocycle, puisque 7y, en est un générateur topologique. Maintenant, pour
tous 0 € Gal(Kw/E), 7 € Gal(K&/K,), il existe 77 € Gal(K«/K,) tel que ot’ = y,0 car par hypothése,
Gal(K«/K,) est un sous-groupe distingué de Gal(K./E); la condition de cocycle implique

Ulo(UL) = U, =U., = Ut(U).

On en déduit que le K,-espace engendré par les coefficients de U, est stable par Gal(K./K,), donc (3.2.3)
on a U; € GLy(Kw). Si de plus le cocycle U prend des valeurs dans GL4(Og-), comme B € GL;(Of), le
cocycle U’ prend des valeurs dans GL;(Ok.,). O

3.8 Représentations entiéres

3.8.1. On peut associer a un objet M € Rep(, (¥k) les espaces suivants
— V=M ®p, C € Repc (%),
— Vo = (V) = D (V) € Repy (I'k);onaV =V, ®k, C dans Repc(9k) (3.2.7),
— My =V N M = (M=)~ (3.2.9), muni d’une action continue Ok, -semi-linéaire de T'x.

Le Ok, -module M, n’est pas nécessairement libre de rang fini; on en verra un exemple (4.2.6). L'application
naturelle
My ®0,, Oc — M (3.8.11)

est injective; en effet, sa composée avec M C V est égale a la composée
M, ®0k., O¢c — My, ®0k., C=(M ®0k., K) Ok, C=Ve®g, C=TV,

la premiére fléche est injective car M, est un Ok -plat par le lemme suivant (3.8.1.2), et 'isomorphisme résulte
du fait que M, contient une K -base de V.

3.8.1.2 - Lemme. Soit E un corps valué. Alors tout O -module sans torsion est plat.
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Démonstration. Soit N un Og-module sans torsion. Pour montrer la platitude de N, il suffit de montrer pour
tout idéal / € Og linjectivité de Papplication naturelle / ® o, N — N. Si I'image de }}; a; ® x; # 0 s’annule,
prenons a;, # 0 dont la valuation est la plus petite parmi celles des a;, alors a; € Oga;,, donc }}; a;®x; = a;,®x
pour un x € N. Donc a;,x = 0, puis x = 0 car N est sans torsion et a;, # 0, absurde. |

3.8.2 - Théoréme. Pour tout M € Repy (Yk), le Oc-module M /(M ®0y Oc) est annulé par mc.

3.8.3. Commencons par un résultat similaire. Soit £/Q, une extension finie. Soit #/E une extension galoi-
sienne finie avec groupe de Galois G.
A tout M € Repy,, (G) de rang fini d, on associe les espaces suivants en paralléle avec (3.8.1)

— V=Moo, F €Repp(G),

— Vé={veV:g(v)=v,Yg e G};onaV =~V%®gF dans Repy(G) (2.3.1),

— M ={meM:g(m)=m,VgeG}=VnM.
Le Op-module M est libre de rang d. En effet, Op étant un O-module libre de rang fini (1.3.3), M est aussi
un Og-module libre de rang fini, ayant MEC comme un Of-sous-module. Comme @ est un anneau principal,

ME est alors libre de rang fini. De plus, comme ME contient une E-base de V¢, ona M¢ ®0, E = V¢, donc
20, (MC) = d. Ainsi M admet une Op-base qui est aussi une F-base de V. Lapplication naturelle

M€ ®0, Op - M

est injective par le méme argument que pour (3.8.1.1).

3.8.4 - Proposition. Gardons les notations de (3.8.3). Pour tout M € Repy,, (G) de rang d, le Op-module
M|(MC€ ®0p, OF) est annulé par (Dp/p N OE)d‘lm%.

Démonstration. Soit u un générateur de 'idéal Dp/pNOf C Of. Montrons par récurrence sur d = 184, (M) =1
que M/(MC ®o, OF) est annulé par udﬁlﬂé Lorsque d = 1, si ngM ¢ MC ®o, OF, on aurait 'inclusion
inverse, alors M > 7'M €, puis M® > n7'M© en prenant les G-invariants, absurde. Cela étant fait, supposons
maintenant ¢ > 1. Il y a une suite exacte dans Rep, (G)

O->M > M—->My, — 0

avec 180, (M) =d-1et 180, (M) =1, puisque ME aune Og-base qui est aussi une F-base de V. On obtient
alors une suite exacte
0— MF - M°—N —0

avec N = ker(MZG — HY(G,M,)) (2.2.6). En tensoriant cette suite par O et en appliquant le lemme du
serpent, on obtient une suite exacte

0 — M/ (M ®0, OF) = M/(M° ®0, Or) = My/(N ®0, OF) — 0.
Le terme a gauche est annulé par ud_QnZ:_l par récurrence. Le terme a droite est annulé par ung : dans la suite

exacte
0 — H'(G, M) - My/(N ®0, Op) = My/ (M ®0, OF) — 0,

le troisiéme terme est annulé par 7 selon le cas d =1, et le premier terme est annulé par % :
3.8.4.1-Lemme. Onau - H'(G,M) = 0.

Démonstration. 1l existe x € EEI/E tel que Trg/p(x) = 1 par définition. On a alors u = Trp/g(ux) avec ux €

TDF/ED;}/E = OF. Maintenant, pour tout cocycle ¢ : G — M,, posons b = de(; g(ux)c, € My. On a

g'(b) = Z g'g(ux)g'(¢c,) = Z g'g(ux)(cgg —cg) =b—Tepp(ux)cy =b—ucy
geG geG
pour g’ € G. Donc uc = d(—b) est un cobord. O
d—2ﬂ.§—1 d-1_d O

En combinant ce qui précéde, M /(MY ®0, Or) est annulé par u cu-mp = utTmy,
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3.8.5 - Lemme. Les applications naturelles

lim H'(Tk,GL4(Ok,)) — H'(Tk,GLi(Og))
lim H'(Gal(L/K),GLy(Or)) — H'(9x,GL4(Oc))

sont bijectives, o L parcourt les extensions galoisiennes finies de K et Loy = LK.

Démonstration. Linjectivité résulte de la preuve de I'injectivité de (3.7.1). La surjectivité de la premiére résulte
de (3.7.1) et (3.2.6). On sait que toute extension galoisienne finie de K est de la forme L, avec L/K une
extension finie galosienne d’aprés le début de la preuve de (1.8.2). Alors la surjectivité de la deuxiéme découle
de (3.5.1, ii), (3.7.1) et (3.2.6) appliqués & K = L, Ky := L et E := K. O

Démonstration de (3.8.2). Soit M € Repy,,(9k) de rang d. Par (3.8.5), il existe une extension galoisienne finie
L/K et une Oc-base e de M telles que la représentation soit décrite par un cocycle

U : 9x — Gal(Le/K) — GLy(O1) € GLy(Oc).

Notons L, = LK, pour n € N. Notons P, le O, -sous-module de M engendré par la base e, on a
P, € Rep, (9k) de rang d et M = P, ®0,, Oc. En appliquant (3.8.4) & E = K, et F = L,, on obtient que

Pﬂ/(P,?al(L"/K”) ®0y, OL,) est annulé par (D, /x, N OKn)d_lm%n. Posons

M, = PEVEIR) g0 O

C’est une Ok, -représentation semi-linéaire de I'y libre de rang d (3.8.3), on I'x agit via Gal(K,/K) sur

P,?al(L"/K") et naturellement sur Og_.

D’une part, comme les éléments de P,?al(L”/K”) sont fixés par ¥x, O Yx,_ et sont K-finis (car c’est un

Ok, -module libre de rang fini stable par ¥x), on a I'inclusion M, C M.
D’autre part, on a I'inclusion

Gal n/An
M, ®04, Oc = (P, (En ) ®oy, O1,) ®0,, Oc = P, ®0,, Oc =M

signifiant que M, ®o,_  Oc est une Oc-sous-représentation de M, et le conoyau est annulé par (Dy, /x, N
(’)K”)‘l_lmf{ . La valuation de ce dernier est (1.5.5)
n

(d = Dok (De,/x, N Ok,) + dog (mg,) = (d = D[e(K,/K)og (Dr,/x,)1e (K, /K) ™ + de(K, /K)™!

qui tend vers 0 lorsque 7 — +oo, puisque ¢(K,/K) est dordre p" a une constante prés, et que la suite
(]J"UK(:DL”/K,,))" est bornée (1.8.2.3).

On en conclut que le Oc-module M /(Ms ®0, Oc) est annulé par les éléments de Ok, de valuation
arbitrairement petite, en particulier annulé par mc. O

Dans cette preuve, on a en fait montré I’énoncé plus fort suivant :

3.8.6 - Corollaire. Soit M € Repoc(gK). 1l existe une suite (ay,), dans Ok, avec lim,_, o vg(ay) = 0 et
M, € Repp, (I'k) contenus dans M et de méme rang que M tels que M, ®o, Oc soit identifié @ une Oc-sous-
représentation de M, et que a,M C M, ®0,_ Oc. |

4 Décomposition de Hodge-Tate

41 Modules des differentielles
Cette partie a pour but de préparer la démonstration de (4.2.2).

4.11 - Définition. Soient 4 un anneau (unitaire commutatif), B une A-algébre (unitaire commutative).

(i) Etant donné un B-module M, on appelle A-dérivation de B dans M une application A-linéaire D :
B — M vérifiant D(xy) = xD(y) + yD(x) pour x,y € B. On notera Der4(B, M) '’ensemble des A-dérivations
de B dans M.
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(ii) Un module des 1-différentielles (ou simplement des différentielles) de B par rapport @ A est un B-module
Q}B /4 muni d’une dérivation universelle d*" € Dery (B,Q}B / A) qui vérifie la propriété universelle suivante : pour
tout B-module M, application naturelle

Homp(Qy, 4, M) — Derg(B,M), [ fod"" (4.11.1)
est bijective.
4.1.2 - Remarque. (i) La propriété universelle implique I'unicité (& unique isomorphisme prés) d’un tel module
Q%/A. Concernant son existence, posons Q%/A = (g B-db)/N ou B-db signifie un B-module libre de rang

1 de base {db}, et N est le B-sous-module engendré par les d(ax) —adx, d(x+y) —dx—dy et d(xy) —xdy —ydx

pour a € 4, x,y € B. Alors Q%/A est un B-module, et Papplication d** : B — QE/A, b — db est une
A-dérivation bien définie. Le couple (QL/A’

(ii) Si on se donne un diagramme commutatif de morphismes d’anneaux

d"") vérifie la propriété universelle (4.1.1.1).

B <—— B

A <+— 4
il existe un unique morphisme de B-modules Qg 1 Qg/ [ qui correspond & la A-dérivation B — B’ —
Q%,/A,. Avec la construction explicite de (i), on a Q%/A — Q%,/A,, b - dby — by - dby, les deux dby étant

généralement différentes.

Par conséquent, si G X B — B, (g,b) — g(b) est une action d’un groupe G sur une A-algébre B par
automorphismes de A-algébre, alors G agit naturellement sur Qg /4 PAr (g,b1-dby) — g(b1) - dg(by); en effet,
pour chaque g € G, on peut prendre A’ = A, B"=Bet B— B’, b — g(b).

4.1.3 - Proposition. Le module des différentielles a les propriétés suivantes :

(i) Changement de base : pour toute A-algebre C, Q%®AC/C ~ Q%/A ®4 C.
=~ $71Q!

(i3) Localisation : pour tout sous-ensemble multiplicatif S C B, stlB/A ~ B4
(iii) Transitivité : si B est une A-algébre, C est une B-algébre (et devient naturellement une A-algébre), on a une

suite exacte de C -modules C ®p QE/A — Qlc/A — QIC/B — 0.

(iv) Si le morphisme de A-algébres B — C est surjectif avec noyau I, alors on a une suite exacte de C -modules

C®BI—>C®BQE,/A—>QE/A—>O.

(v) Si B = li_n)1B,— est la limite inductive filtrante d’une famille de A-algébres, alors Q%/A = li_r)nﬂgi/A.

4.14 - Exemples. (i) Soit B = A[X,...,X,] la A-algébre des polynomes a n variables. Alors QE/A =(p,B-dX;
est un B-module libre, et d*" est donnée par f +— >;(9f /0X;)dX;.

Soit maintenant C = B/I ou I est un idéal de B engendré par un nombre fini d’éléments fi,. .., f; € B.
En appliquant (4.1.3, iv), on peut décrire QIC /4 comme le quotient de Qz, /4 Par le B-sous-module engendré par
les d*" fi,...,d"" f,.

(ii) Soient K C L des extensions finies de Q,. On obtient des modules des différentielles QIOL jor €t

Qloi JOx? munis respectivement de P'action naturelle de Gal(L/K) et ¥k par fonctorialité (4.1.2, ii).
K

Soit x € L tel que O, = Og|x] et soit f € Og[X] le polynome minimal de x sur K. Comme K est de
caractéristique 0, on a f’(x) # 0. Notons d;/x la dérivation universelle de Oy, par rapport & Og. Selon (i), on
a QIOL/OK = Or - drjgx et Pannulateur de dy gx est Ann(dzxx) = f'(x)Or. On sait (1.5.4, ii) que f'(x)Op
est égal 4 la différente D7 g de extension L/K. On obtient ainsi

Qp,j0x = OL/Drk, AM(Qp, 0,) = Ann(drkx) = Dk # 0. (4.1.4.1)

4.1.5 - Proposition. Soient K C L des extensions finies de Q.
(i) L'extension L/ K est non ramifiée si et seulement si QlOL JOx = 0.

(i3) Si 7y, est une uniformisante de Oy, on a QIOL/OK =0r -dyjgnr.

(iii) Soit L" une extension finie de L. Linclusion Oy, C Oy induit une application ¢ : QIOL/OK - QIOL//OK' Si

wE QIOL/(’)K’ on a Ann(1(w)) = O - Ann(w). En particulier, v est injective.

(iv) Soit K' /K une sous-extension de L/ K. Notons € : QIOI/OK - QIOI/OK, Uapplication naturelle. Alors pour

tout w € QIOL/OK ona
v(Ann(e(w))) = max{0,v(Ann(w)) — v(Dg/x )}
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Démonstration. (i) Il suffit d’appliquer (1.5.4, iii).

(ii) Soit Lo/K la sous-extension maximale non ramifiée de L/K. On a Qlo 101, = Or - dpjymr car
Or = O, [71] (1.3.2). D’autre part, on a QO Ok = = 0 selon (i). Alors d’aprés (4.1.3, iii), l’apphcatlon QO K
QOL/OLO qui envoie dy gmy & dpjp, 7y est bljectlve d’ou le (ii).

(iii) Par dévissage, on peut supposer que I'extension L’/L est soit non ramifiée, soit totalement ramifiée.
Grace aux valuations discrétes sur Oy et Oy, il suffit de montrer Iégalité des valuations v(Ann(:(w))) =
v(Ann(w)).

Si L’/ L est non ramifiée, choisissons une uniformisante 77 de Of, qui est aussi une uniformisante de Oy, .
Ona Ann(dL/Kﬂ'L) = DL/K et Ann(de/Kﬂ'L) = @Lf/]( = bLf/LbL/K = OL'QL/K (1 J. 4)

Soit w € Q 0,/0x" . Ecrivons w = a- drjgrr avec a € Oy selon (b). Ona «(w) = a-dygmy € QO 1Ok donc
v(Ann(w)) = max{0,2(Dz,x) —v(a)} et v(Ann(t(w))) = max{0,2(Dy/x) —v(a)} = max{0, v(QL/K) —-v(a)},
d’out I’égalité entre elles.

Si L'/L est totalement ramifide, on choisit une uniformisante 77, de L’; son polyndme minimal sur L est
un polynome d’Eisenstein P(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ @ X +ag € Or[X],etona Op = Or[ny] (1.3.2). On
pose 7y, = —agp qui est une uniformisante de K. On a

’ -1
dpgnp = P'(np) -dpjgnp + 1y, dyjgan + -+ 71 - dpjgar.

Comme a; € Oy, les termes dy//xa; sont 'image des dy/xa; € Qlo,/oK = Or - dy gny, alors il existe x € Op
tel que

(I-npx)-dpjgnr = P'(np) - dyjxrr.
Onal-npx € OF,. Comme on a Ann(dp/xnr) = Dpyx = DpyrDrx = Dy - Ann(dy gmr) (154, i) et
D =P (np)Op (1.5.4, ii), on obtient

v(Ann(dp gnr)) = v(Ann(dz gnr))

ce qui permet de conclure comme dans le cas ot L’/L est non ramifiée.

(iv) LPapplication & est surjective (4.1.3, iii). Si 77, est une uniformisante de Oy, on a QIOL/OK =0Or-dyxny,
QIOL/OK/ O - dyprp et e(dpxny) = dpjg-mp. Lapplication s’identifie alors au quotient Or/Dp/x —
Or/Dy g, dont le noyau est égal & Oy - Dg/x. On obtient alors

v(Ann(dy xmr)) = max{0,v(Ann(d/k7r)) — v(Ann(Dg k) }
ce qui permet de conclure comme dans (iii). O

4.1.6. Les modules QO e forment un systéme inductif ou L parcourt les extensions finies de K, dont les
e e s < fass .. 1 ERT 1 . _
applications de transition sont injectives d’aprés (iii). Sa limite est QOE J0x = lim QOL oy Carona lim Oy = O,

et les applications canoniques Q(’) jox = QO Ok sont injectives.

Soit w € QO 1Ok . Son annulateur a = Ann(w) est un idéal principal non nul de Oy. Il résulte de (iii) que
Pannulateur de w dans le Ox-module Q}, jog ©st égal a a’ = Oga; en particulier, a” est un idéal principal
non nul de O, et a € a’ si et seulement si v(a) > v(a’) = v(a) pour a € O.

Six e (9 , il existe une extension finie L/K telle que x € Oy. On notera dy gx sa différentielle dans

QIOL/O , et dx sa différentielle dans QO Ok

4.2 Un théoréme de Fontaine

Soit K une extension finie de Q,. On se propose de décrire le module des différentielles Ql(’)f/o .
%/ Ok

Soit £/Q, une sous-extension de K/Q,. Soient ¢ = #kg et 7 = ng une uniformisante de Og. Soient F
un groupe formel de Lubin-Tate sur Of et Qr le Og-module des formes différentielles invariantes sur . Soit
Ky /E la sous-extension maximale non ramifiée de K/E.

4.2.1. Construction. Définissons un accouplement

F(mp) X Qr — Qf, /O
(,w=a(X)dX) - w*w = a(u)du. (4.2.1)
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Il est Og-linéaire par rapport & w. Comme w est a coefficients dans E, on a g(u*w) = g(a(u)du) =
a(g(u))d(g(u)) = g(u)*w pourtout g € ¥x.Ona (u®u’)*w = u*w+u"w selon (1.6.11.1) et ([a]u)*w = u*(aw)
selon (1.6.11.3).
Définissons une application
E=¢kF: X@OE T (F) ®o, Qr — Q!

Ox/Ox (4.2.12)
aRu@w i a-ujw

our €N, ae€ Of u = (uy)gen est un générateur de 7;(F) et w est un générateur de Qr. L'application &
est bien définie; en effet, grace a la Og-linéarité de (4.2.11), on se raméne a I'ambiguité 77" a’ = 77" a avec
1" €N, a’ € O et par exemple 1’ > r; dans ce cas,ona a’ = an” " et puis a’ - u’,w = a- (7" U)o =a uiw
par la Og-linéarité de (4.2.11). Aussi par cette Og-linéarité, on voit que ¢ ne dépend pas des générateurs u et
w choisis. Il est clair que & est Ox-linéaire.

On fait agir ¥k trivialement sur Qr, de fagon naturelle sur 7;(F) (L6.5) via linclusion ¥ C ¥ et

l’_action de %, et aussi naturellement sur K. On obtient une action semi-linéaire et continue de % sur
K @0, T:(F) ®0, QF, et £ est alors une application ¥k -équivariante.

4.2.2 - Théoréme (Fontaine). Lapplication & est surjective et son noyau est le O -sous-module a®0, T (F)®0,QF
de K R0, Ix(F) ®o, QF, ot

1

a=agrF = {a € X: I)E(a) > —”E(DK/KU) - q—

_1}'

Démonstration. Comme T (F) et Qr sont des Og-modules libres, donc plats, a ®p, Tx(F) ®p, Qr est bien
un Ox-sous-module de K ®0, Tx(F) ®0, Q.

Soit w( un générateur de Qr et soit # = (u,) un générateur de 7;(F). Concernant le noyau, il s’agit de
montrer que si 7 € N et a € O, alors £(777a ® u ® wy) = a - u;wy s’annule si et seulement si vx(n7"a) >

1
—0£(Dx/k) = 5
Commencons par calculer la valuation de I’'annulateur Ann(u;wo).

4.2.21 - Lemme. Pourtoutr € N, on a
. 1
vE(Ann(urwo)) = max{O,r - —q 1 - vE(DK/KO)}-

Démonstration. En appliquant (4.1.5, iv), on se raméne au cas ou K = Ky (donc vg(Dg/g,) = 0). Si r = 0,
'identité devient 0 = 0. On peut donc supposer r > 1.

Le générateur wy de QF s’écrit wo(X) = (a + b(X))dX avec a € Of et b(X) € X - Og[X]. Le
générateur # = (uy)yen Vvérifie u, € A, pour tout n € N (1.6.5); ainsi #, est une uniformisante de Of,. On
a alors wywy = (a + b(u,))du, avec a + b(u,) € (’)Z-T. Donc Ann(u#;wy) = Ann(du,). On sait par ailleurs
vg(Ann(du,)) = vg(Ann(dgg, jxu,)) (4.1.5, iii). Il reste donc a calculer cette derniére valuation.

Comme on a supposé K = Ky, qui est non ramifiée sur E, et que E,/E est une extension finie totale-
ment ramifiée avec u, une uniformisante, Pextension KE,/K est aussi finie totalement ramifiée avec u, une
uniformisante. Notons P € Og[X] le polynéme minimal de u, sur £ qui est un polynome d’Eisenstein sur
OF (1.3.2); étant aussi un polynome d’Eisenstein sur Ok, P est aussi le polynéme minimal de #, sur K. Donc
d’aprés (4.1.4.1), (1.5.4, ii) et (1.6.10), on a

1

ve(Ann(dgg, /ku,)) = vE(DgE, k) = vE(P'(4,)) = vE(Dp,jE) =7 - 71

ce qui conclut la preuve du lemme. O

Noyau de ¢. Soient r € N et a € Of. Alors £(777a ® u ® wp) = a - u;w sannule si et seulement
1

=
vE(Dk/k,)} par (4.2.2.1). Mais on observe que vg(n~"a) > —r car a € O, donc finalement, on obtient que

si @ € Ann(ujwy), ce qui revient a vg(a) > vg(Ann(u wy)) (4.1.6), ou encore vg(n"a) > max{-r,—

E(r77a®u®wg) =0 équivaut 4 vp(n"a) > —ﬁ - vr(Dx/k, ), ce qui détermine le noyau.

Surjectivité de ¢. Soit w € QIOF/OK non nulle. On sait que Ann(w) # 0 (4.1.6), alors par (4.2.2.1), il existe
r € N suffisamment grand tel que #;wo # 0 et vg(Ann(u;wg)) > vg(Ann(w)). Soit L/K une extension finie
telle que u;wp et w viennent respectivement des formes b - dy xny, ¢ - dpjgmy € QIOL/OK avec b,c € Of non
nuls et 77 une uniformisante de Oy. Si ¢ ¢ 5Oy, on aurait b € ¢Oy, alors Ann(b - dygn;) D Ann(c - dy gny),
puis Ann(u;wg) O Ann(w) (4.1.6), contredisant I'inégalité de leurs valuations. Donc il existe a € O tel que
¢ = ab, et on obtient au final w = ab - dnp = aujwo = E(77"a ® u  wy). O
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4.2.3. Soit A un groupe abélien. Son module de Tate est le Z,-module 7)(4) = l(El" A[p"]) ou n € N et A[p"]

est la p"-torsion de 4, et les morphismes de transition sont p : A[p™*'] — A[p"].
Soit M un Og-module. De facon similaire, on définit 7, (M) = l(iilnM[JT”] oun € N, M[n"] est la n"-

torsion, et les morphismes de transition sont 7 : M [n"*'] — M[n"]. On a I'identification canonique Ty (M) =
Homo, (E/Og, M), qui associe & f € Homp, (E/Of,M) Télément (f (77"))nen € T(M). Définissons aussi
Vz(M) = Homo, (E,M). On a alors une inclusion naturelle de Og-modules 7 (M) — V;(M). Si M est un
Og-module de torsion, on a Vy (M) = T,(M)[x71].

4.2.4 - Corollaire. Soit a = ag r ladhérence de ax r dans C. On a des isomorphismes Gy -équivariants de O-
modules (resp. Oc-modules, C-espaces vectoriels)

(i) Qlof/oK = X/GK,]: ®0 I (F) ®0y Qr,

(ii) Tn(QIOE/OK) = agF ®oy Tn(F) ®o, QF,

(1ii) Vﬂ(glof/oK) = C®o, Ix(F) ®0, Qr.
En particulier, on a un isomorphisme Vﬂ(glof/o,() =~ C(y ) de C-représentations de Y.

K

Démonstration. Le (i) résulte de (4.2.2).

Notons pour simplicité Qg = QIO—/OK' Les Og-modules T,(F) et Qr étant libres, on en déduit un

K

diagramme

Qi [x™] — (77"a/a) @0, Tr(F) ®0, QF ~=3 (a/7"a) ®0, Tx(F) ®0, QF

\Ln \Lﬂ \Lquotient

Qi [r"] —— (77"a/a) ®0, Tr(F) @0, QF —= (a/7"a) ®0, Tr(F) ®0, QF

En prenant la limite projective, en tenant compte du fait lim, a/7"a ~ @, on obtient (ii).
Comme Qg est un Og-module de torsion par (i), on a V;(Qx) = T (Qg)[n7'] (4.2.3). Par ailleurs, on a
a[n7!] = C. Cela montre (iii) en inversant 7 dans (i). O

4.2.5 - Exemple. Prenons E = Qpr=petF = ém Le Z;-module de formes invariantes sur ém admet une

base wy = dX /(1+ X). Le module de Tate T[,(am) s’identifie & Z, (1) via x = 1+x (1.6.6). Lapplication (4.2.1.2)
devient alors

E=¢x K ®7,Zy(1) ®2, Q5 — Qlof/o,(
pTa®{Qwyr a-di /¢

ou { = ({y), est une suite de racines de 'unité telle que o =1 et {fﬂ = {,. Son noyau est

7 1
ag = {d € K N vp(a) > —UP(DK/KO) — ﬁ}

Ainsi, on a un isomorphisme ¥ -équivariant de Oz-modules
I7d ~ Ol
(K/aK)(l) - QO?/OK
p7a®i = a-di/,
puis un isomorphisme ¥x-équivariant de C-espaces vectoriels
~ 1
) = %@ _0,)
a®{=(p"a®() — (a-d: /),
4.2.6 - Exemple. Le (4.2.4, ii) s’applique 4 deux situations : (a) £ = K, 7 = ng, F = Fy, et (b) E = Q,, 7 = p,
F = Gy,. On obtient alors des isomorphismes ¥k -équivariants de Oc-modules

Zl\K,]-',, ®oy Tn(Fr) = TK(QI(QE/OK) = 7})(91(9?/01() ~ag ®z, Zﬁ(l)

ou l'on a négligé la partie Qr, (resp. Qg ) en choisissant une Ok -base (resp. Z,-base). On en tire Pisomorphisme
Yk -équivariant de Oc-modules

Oc(xr) = g . ®0¢ Ok ®z, Zy(1) = bOc(1)
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avec b € O vérifiant v,(b) = —v,(ag 7,) + vp(aK) = —vy(ag.7,) + vp(ag), donc
1 1
e(pf =) p-1

oue=e¢(K/Qy), f=f(K/Qp). En particulier, on a C(xz) = C(x cyc)-
Maintenant, posons M = Oc(x ) € Rep, (9k) et Ko = K({p~). Avec les notations de (3.8.1), on a

o,(b) =

My = bOc(1) N Ku(1).

C’est un Og,,-module libre si et seulement si v,(d) € v,(KX). Par exemple, si K/Q, est non ramifiée, alors
on a v,(KX) = vp(Qp({p=)") = U, WZ et vy(b) = [ﬁ - [ﬁ Donc v,(b) € v,(K%) si et seulement si

K=Q

4.3 Application aux variétés abéliennes

Soit K une extension finie de Q, avec une uniformisante 7 = 7g.
Une conjecture de Tate dit que les cohomologies étales géométriques d’une variété propre et lisse sur X,
vues comme représentations de ¥, sont de Hodge-Tate. Elle a été démontrée :

4.3.1 - Théoréme (Faltings). Soit X une variété propre et lisse sur K. Il y a un isomorphisme canonique C-linéaire
et Y -équivariant

n —
C®q, Hl (X£.Qp) = @FOC(—q) ox H"1(X,Q% ) (4.3.11)
ot QIX/K est le Ox -module des 1-différentiels de X par rapport a K et Qg(/K =A! QIX/K.

Dans le cas ot X = A est une variété abélienne sur K, lalgébre graduée H;(Ax,Q,) s’identi-
fie a l'algébre des formes multilinéaires alternées sur le module de Tate 7,(A4) = linA(f) [p"], et la

cohomologie de Hodge HI-*Iodge(A) = @mzo (EB;":O H’”‘q(A,QZl/K)) s'identifie a4 I'algébre extérieure de

HI}Iodge (4) = H' (4,04 P H® (A,QL/K). La décomposition (4.3.1) se raméne alors a une décomposition cano-
nique C-linéaire et ¥ -équivariant

C ®q, Homg, (1(4),Q,) = C &k H'(4,04) P C(-1) &x H* (4,2} x) (4.31.2)

Cette derniére se réduit au théoréme suivant :

4.3.2 - Théoréme (Tate-Raynaud-Fontaine). Soit A une variété abélienne sur K. Il y a des applications K -linéaires
bijectives et fonctorielles en A

pYy : H'(4,04) — Homg, (4, (T)(4),C)

P2 HO(A,Q), ) — Homy, [, (T(4).C(D).
En effet, ce théoréme implique grice a (2.5.4) que la partie a droite de (4.3.1.2) s’envoie injectivement dans
la partie & gauche en tant que C-représentations de ¥k ; c’est bijectif pour des raisons de dimension puisque
T,(A) est un Zy-module libre de rang 2 dimg 4, et que HY(A,04) et H° (A,QL/K) sont tous de K-dimension
dimg A.
On verra que ce théoréme est en fait équivalent a '’énoncé suivant qui est apparemment plus faible :
4.3.3 - Théoréme. Soit A une variété abélienne sur K. Il y a une application K -linéaire injective et fonctorielle en

A
Pl HY(A,Q) ) = Homz, 4, (T,(4),C(D).

On se propose de démontrer ces théorémes seulement dans le cas ou 4 = E est une courbe elliptique sur
K a bonne réduction. On verra que le théoréme (4.3.3) implique le théoréme (4.3.2) dans le cas des courbes
elliptiques. On démontrera ensuite ce dernier théoréme aprés quelques rappels sur les courbes elliptiques sur
K a bonne réduction.

4.3.4. Implication (4.3.3) = (4.3.2). Soit E une courbe elliptique sur K (a bonne réduction). Laccouplement
de Weil induit un accouplement parfait x-équivariant

T,(E) x Ty(E) — Z(1). (4.3.4.1)
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On obtient alors un isomorphisme canonique ¥x-équivariant
Homgz, (T(E),C(1)) = C(1) ®c (C &z, Ty(E))" = C®z, Ty(E).

On peut donc réécrire pOE : H° (E,QE/K) — (C ®z, T],(E))g" Le morphisme canonique ¥x-équivariant
C ok (C 3z, I}(E))%‘ — C®z, Ty(E) est injectif (2.5.4). En composant avec 1® p% et en prenant le dual, on
obtient le diagramme commutatif ¢k -équivariant

Cox H(E,Q) ) — C&z, T)(E) A

lz

(o /-++)Y —— C() & (C &z, Ty(E))’" — C() &c (C &x H(E,Q} 4))"

ou la composée du haut a gauche au bas a droite est zéro puisque C¥ = K mais C(1)“¢ = 0 (3.2.1). Alors
comme p% est injectif, on a

dimg H(E,Qy ) + dimg H*(E,Q )" < rangz T (E)

qui est une égalité si et seulement si p% est un isomorphisme. On sait que pour une courbe elliptique E, on a
la dualité de Serre HO(E,Q}E/K) ~ HY(E,OF)", dimg HO(E,QE/K) =let T,(E) = ZI%. Donc, cette inégalité

est une égalité, pOE est alors bijectif et on obtient une suite exacte courte
0 — Cog H(E,Qy x) — C&z, T,(E) — C(1) @ H'(E,OF) — 0.

Tordons cette suite exacte par C(—1) et ensuite prenons les ¥x-invariants. Comme on a CY% = K et
H'(9k,C(-1)) = 0 pour i = 0,1 (3.2.1), on obtient une suite exacte (2.2.8)

0 — 0 — (C(-1) ®z, T,(E))* — H'(E,Op) — 0.
Cela combiné avec I'isomorphisme Homgz, (7, (£),C(1)) =~ C ®z, Ty(E) donne une application
Pl + H'(E,Op) — Homz, (Ty(E),C)’* ~ Homg, (4, (T,(E),C)
qui est K-linéaire, bijective et fonctorielle.

4.3.5 - Remarque. Pour A une variété abélienne, on pourrait démontrer (4.3.3)=(4.3.2) de la méme facon; mais
a la place de (4.3.4.1), on utiliserait 'accouplement 7 (A4) X T,(A*) — Z,(1) ot A* est la variété duale de A.

4.3.6. Courbes elliptiques sur K a bonne réduction. Une telle courbe E est définie par une équation de
Weierstrass entiére minimale

YZ+aXYZ+asYZ* =X+ ayX°Z + a,XZ* + a6 Z°, a; € Og
avec discriminant A € O%, ayant (0:1:0) comme élément neutre. Cette équation définit un schéma & — }P’é
projectif et plat sur Og, que l'on appellera un modéle de Weierstrass entier minimal de E, dont la fibre générique
est isomorphe a E et la fibre spéciale est lisse. Donc £ est un schéma lisse sur Ok, et £ posséde une unique
structure de schéma en groupes m : £ Xp, € — & telle que sa restriction a la fibre générique soit la loi de
groupe usuelle sur £. On a un morphisme de groupes £(Ox) — E(K), qui est bijectif par le critére valuatif,
ou plus explicitement par considération des coordonnées projectives.

Par lissité, Q est un Og-module localement libre. Donc H' (S,QIS/OK) est un Og-module sans tor-

1
sion. Comme £ esgt/(sgéKparé sur Ok et quasi-compact, et que K est plat sur Og, on a K Qo H (S’QIE/OK) =
HO(E,QE/K), qui est de K-dimension 1 car £ est une courbe elliptique. De plus, HO(E,QIS/OK) est un Og-
module de type fini car € est propre sur Og. Donc H° (5,915/01{) est un Og-module libre de rang 1.

OnafE=UUU; oulU = E\V(Y), Uy = E\V(Z). On peut expliciter une forme wy € HO(E,QI£
définie par

/OK)

dt/(1— ait — 2azs — agt® — 2ayts — 3ags>) = ds/(a1s + 31> + 2agts + ays?) € HO(U,,Q

dx[(2y + a1x + a3) = dy/(3x* + 2a9x + ay — ayy) € HO(UQ,ng/OK).

1
£/0x)
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ou (¢: —1:s) (resp. (x:9:1)) sont des coordonnées sur U (resp. sur Us). La forme wy est bien définie puisque,
d’une part on vérifie qu’au moins 'une de ces quatres formules est bien définie grace a la lissité des fibres
générique et spéciale, et d’autre part elles coincident sur des ouverts de définition communs. Cette expression
permet aussi de voir que la forme 7 lwy nest pas partout bien définie sur £. Ainsi, on obtient

H(£,9Q;0,) = Ok - wy.

Toute forme w € H’ (E,ng/OK) est invariante sur £. En effet, en notant pr (resp. pro) la projection de
& Xy & sur sa premiére (resp. seconde) composante, considérons la forme globale

m'w— priw — prow (4.3.6.])

sur £ X, €. Par la lissité de € Xp, € sur Ok et la platitude de K sur Ok, on obtient que le Og-module

H(E xo, 5’QISXOKS/(9K) est sans torsion et s’envoie injectivement dans H'(E xg E,QEXKE/K) = K ®oy

H(& xo, 5’9‘15><0K5/OK)' Limage de (4.3.6.1) est zéro car toute forme globale sur E est invariante. Donc

(4.3.6.1) s’annule.

Le passage de E a & est « fonctoriel » : soit £’ une autre courbe elliptique sur K a bonne réduction, soit £’
un modéle de Weierstrass entier minimal de E’; alors tout morphisme (de courbes elliptiques) £ — E’ s’étend
uniquement en un morphisme (de schémas en groupes) £ — £’. En particulier, le modéle de Weierstrass entier
minimal de E est unique a I'isomorphisme prés.

4.3.7. Construction de pY. Soit E une courbe elliptique 4 bonne réduction sur K. Soit £ un modéle de
Weierstrass entier minimal de E. Sa fibre générique Ex est isomorphe a E, avec le point (0:1:0) € £k identifié
a I’élément neutre de E.

Définissons un accouplement par pull-back

0 1 1
HY(€.910,) X E(0p) = D0,

o) e (4.3.7.1)

qui est évidemment Og-linéaire en la premiére variable et ¥x-équivariant en la deuxiéme variable. Comme E
est 4 bonne réduction, toute forme de H°(&E ,ng / OK) est invariante, d’ou la Z-linéarité en la deuxiéme variable.

Cet accouplement donne alors un morphisme Og-linéaire

H'(€.9Q0,) — Homziy,(E(0g).Q_0,) (4.37.2)
= HomZ[%](E(E)’QIOE/oK)
- HomZ[gK](VI,(E(f)),VI,(QIOY/OK)) (4.3.7.3)
= Homgzg, (V)(E(K)),C(1))  selon (4.2.5)
—  Homgg, (T (E),C(1)) (4.3.7.4)

ou Vy(-) = Homgz(Z[p™'],—) pour un groupe abélien et (attention a I'abus de notation potentiel) Vy(E) =
Q) ®z, T, (E) = Vy(Ep~ (K)) avec Ep (K) la réunion des groupes de torsion E(K) [£"] (n € N). On vérifie bien
que I'image de HO(E',QIE/OK) tombe dans Homg, [« (Tp(E),C(l)) C Homz[w, (Tp(E),C(l)). Par extension
des scalaires, on obtient un morphisme K-linéaire ¥x-équivariant

Pl HY(E,Qp ) = K @0, H'(E,Qy ) = Homg, [4,1(T)(E),C(1)

qui dépend a priori du choix de modéle de Weierstrass entier minimal £ de E. La « fonctorialité » de ’associa-
tion de £ & £ montre que p%g ne dépend pas du choix de £ et est fonctoriel en E (qui est toujours supposée

a bonne réduction). On peut alors définir p% = p%g.

4.3.8. Injectivité de p%. 11 suffit de montrer I'injectivité de chaque morphisme entre (4.3.7.2), (4.3.7.3), (4.3.7.4).
(i) Le groupe E(K) étant p-divisible, Papplication VI,(E(E)) — E(K), f — f(1) est surjective. Donc le
morphisme (4.3.7.3) est injectif.
(ii) Concernant (4.3.7.4), posons J = E(K) [Epe (K), Cest un groupe uniquement p-divisible, donc I'appli-
cation V, (/) — J, f + f(1) est bijective. La suite exacte 0 — Ej (K) - E(K) - J — 0 induit alors une
suite exacte
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En effet, il suffit de vérifier son exactitude a droite : celle-ci résulte de la surjectivité de Vp(E (X)) — E(K) et
de E(K) — J. En appliquant Homgz|«, |(—,C(1)), on obtient une suite exacte

0 — Homge, | (J.C(1)) — Homz[g, | (V,(E(K)),C(1)) — Homz[g,(Q, ®z, Ty(E),C(1)).

Le noyau de (4.3.7.4) s’identifie alors & Homgz[«,(/,C(1)). Mais on a K=UL-= UX% ou L parcourt les
extensions galoisiennes finies de K, donc J = |J J et Homz 4, (/,C(1)) = l(iilHomZ[gK](ng,C(l)) =
l(iilHomz[gK] (J,C(1)“"). Mais on a C(1) = 0 (3.2.1), donc on a Homgz[«,(/,C(1)) = 0.

(iii) Il reste a traiter (4.3.7.2). D’abord un petit rappel sur les courbes elliptiques : avec les coordonnées
(¢: —1:5) sur Uj, équation de Weierstrass de E devient

s =3+ ayts + ast’s + ags® + agts® + ags® = f(t,s).

Il existe une unique série formelle s(7') € Q[ay,...,as][T] telle que s(T) = f(T,s(T)). En fait, on a méme
s(T) e T* + T*Z[ay,. . .,a6][T] de sorte que I'on a s(¢) € Mz pour tout ¢ € my.

Soit maintenant w = cwy avec ¢ € Og\{0}. Il faudrait trouver u € £(O%) tel que u*w # 0. Pour tout
T € My, notons u; = (7: —1:5(7)) € £(OF) qui correspond au morphisme de Ok -algébres

Og(lh) = Oklt,s]/(s — f(t,5)) > Ok, t— 1,5 5(7).
On a #jw = ca(r)dt ou
a(T) = (1- aiT - 2a35(T) — aaT? = 2a4Ts(T) — 3ags(T)?) " € 1+ TOk[T].

On obtient alors vg (ca (7)) = vg(c) < +00. D’autre part, soit 7y une racine de 'équation X?" =71 oude N
Alors K (79) est une extension finie de K totalement ramifiée de degré p¢ avec une uniformisante 79. On a
d_
vg(19) = l/pd et d’aprés (4.1.4.1) et (4.1.5, iii), Ann(d7) = OFDg (z,)/x- Comme vk (Dg (ry)/x) = Z)K([)dTg 1) >
d, en prenant d > vg(c), on obtient
Uy, w = ca(79)dty # 0.

4.3.9 - Remarque. La démonstration de (4.3.3) dans le cas général procéde de fagon similaire, sauf que la Z-
linéarité de 'accouplement (4.3.7.1) en la deuxiéme variable et I'injectivité de (4.3.7.2) ne sont plus vraies en
général : soit 4 une variété abélienne quelconque sur K, il n’existe pas forcément de modeéle A de A propre
plat sur Og qui de plus est lisse et posséde une structure de schéma en groupes compatible a celle de 4.

I faudrait modifier 'accouplement (4.3.7.1). Cela se fait en considérant [)’HO(.A,QL\/OK) au lieu de

HO(A, QIA/OK) (et aussi p" fois ce qui correspond a H’(A xo, ‘A’QIAXOKA/(’)K) pour montrer la Z-linéarité)

ou r est suffisamment grand pour tuer la partie de torsion de ces Og-modules de ¢ype fini (ce qui résulte de la
propreté du modéle A). On renvoie a [Fon82, §3] pour les détails.
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